Pannon Egyetem
Villamosmeérnoki és Informacidos Rendszerek
Tanszék

Digitalis Technika

Boole algebra (fuggveény, igazsagtabla, kanonikus alak).
Kombinacids Halozatok tervezese



Logikai tervezes alapjai
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A logikal tervezeés kriteriumai

m Tervdokumentaciot (tervezeési specifikaciot) kell kesziteni
a halozatrol

Egységes, szabvanyos jelolésrendszer szukseges
m A berendezésnek konnyen vizsgalhatonak,
megbizhatonak kell lennie
Tagolt legyen (kdnnyen atlathato, javithato)

Modularis, strukturalt felépités: hiba esetén csak adott modult
kelljen cserélni

m Gyarthatonak kell lennie
Meérbpontokat, tesztel6 helyeket kell kialakitani
Epitéelem készletet figyelembe kell venni
m Gazdasagossag: lehetbleg minimalis épitbéelem
felhasznalas



I
Példa: LIFT vezérléese

_p| LIFT Bementi Logikai Kimeneti
feltételek érzékelok lbemeneti szer\(//thfiliézat lkim eneti SZErV kovetkezmény
ATl  Slér ek
— ¥ ‘_PJe = ‘_PJe — (berendezés)
\ ~ A . ~ . /
B ) A . Y
Allapotokrol ad Logikai algorit- A jelet illeszti
jelet musokkal logikai Gyenge arambol
figgvényeket old erOsaramot csinal
meg.
Pl.: (elmozdulast érzékel) (mozgassa-e ?) (relét kapcsol, igy

mMozog a motor )

Liftmotor mozgatas

Ebben a feladatban azt definialjuk (az ugynevezett igazsagtabla segitségével), hogy
adott bemeneti értékek mellett mikor induljon el a lift. Jelen esetben az
igazsagtablanknak 24=16 sora kell, hogy legyen, mert 4 bemeneti valtozénk van.

m  Bemeneti valtozo: - nyomtak-e gombot (GNY)
- liftajté be van-e csukva (LZ)
- van-e valaki a liftben (VL)
- tulterhelt-e (TT)

m  Kimeneti valtozé: - Bekapcsolja-e a motort (O v. 1)
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lgazsagtabla: Lift vezérlese

Automatikus feltételek kovetkezmények
A A
- N B

Gombot | Liftajto | Valaki | Tulterhe | Liftmotor

nyomtak | Zarva Liftben It
0 0 0 0 0 nem indul
0 0 1 0 0 nem indul
1 0 1 0 0 nem indul
1 1 1 0 1 indul
1 1 1 1 0 nem indul
1 1 0 1 - NTSH*

NTSH*: Nem Teljesen Specifikalt Hal6zat, don’t care ,k6zombaos ‘allapotokkal’
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Logikai halozatok csoportositasa a
megoldando logikai feladatok szerint

Logikai halozat: alt. készen kaphatd logikai épitéelemekbdl allithatd
0ssze

Logikal rendszer: logikai halozatoknak egy adott feladat megoldasa
céljabol egyuttmikodo osszesseget logikal rendszernek nevezzuk.

Mivel a logikai feladat megoldasa szempontjabdl, nem mindig elég a
mindenkori fennallo pillanatnyi bemeneti kombinaciok figyelembevétele
a kimeneti kombinacidk elballitasahoz, szikségunk lehet masodlagos
(un. szekunder) feltételeknek megfelel6 szekunder kombinacidkra is.

Pl: a lift vezérlése: nem elég, ha a liftmotor a feltételek teljesulése utan,
csak ugy elindul, mert nem mindegy melyik iranyba forog (fel v. le). Hiszen,
ha az 1.-r6l akarunk eljutni a 3.-ra, akkor mas iranyba kell forognia, mintha
az 5.-r6l akarnank eljutni a 3.-ra. Tehat a szekunder valtoz6 ebben az
esetben a felvon6 mindenkori helyzetéerdl ad felvilagositast érzékel6k
segitségével. (A szekunder valtozo feladata a halézat bels6 allapotanak
figyelése.)
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Logikai halézatok csoportositasa

Ezek alapjan kétféle halozatot kulonboztetink meg

m (K.H.) Kombinaciés logikai halézatrol beszeélink: ha a mindenkori
kimeneti kombinaciok letrenozasahoz elég a bemeneti kombinaciok
pillanatnyi értéke

m (S.H.) Sorrendi (szekvencialis) logikai halézatrdl beszélunk: ha a
mindenkori kimeneti kombinaciot, nemcsak a pillanatnyi bemeneti
kombinacid, hanem a korabban fennallt bementi kombinaciok és
azok sorrendje is befolyasolja. (A szekunder kombinaciok
segitségevel az ilyen hal6ézatok kepesseé vallnak arra, hogy az
ugyanolyan bemeneti kombinaciokhoz mas-mas kimeneti
kombinaciot szolgaltassanak, attol fuggden, hogy a bemeneti
kombinacio fellépésekor, milyen értekl a szekunder kombinacio)



Logikal valtozok

A logikai valtozok az egyes események absztrakt leirasara
szolgalnak. Keét ertéket vehetnek fel:

IGAZ vagy HAMIS, attol fuggden, hogy az esemény
bekovetkezik vagy sem. Ha az esemeny bekovetkezik, akkor
a logikai valtozo erteke IGAZ. Ha az esemény nem kévetkezik
be, akkor a logikai valtozé éerteke HAMIS.

Ertékkészlet, jeldlések:

IGAZ ()  HAMIS (H)

Ay 168 0 it o | TRUE (T)  FALSE (F)
z 1 és 0 itt nem szamjegy, nincs

numerikus értékiik. Jelentésiik HIGH (H) LOW (L)

szimbolikus.

A HIGH/LOW jelentése a logikai értekek elektromos
megjelenésehez kapcsolddik, alacsony es magas
feszultségszintnek felel meg.
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LOGIKAI VALTOZOK A
GYAKORLATBAN

m A ket legelterjedtebb logikai aramkorcsalad:
CMOS (Complementary Metal Oxide Semiconductor)
bipolaris technologia, TTL (Transistor Transistor Logic),

m Az alacsony logikai szint névlegesen 0 Volt,

m A magas logikai szint a pozitiv tapfeszultseg altal
meghatarozott feszultseg.
m CMOS:
U(1) = Uy, =+3 ... #+15V, U(0) =0V
m [TL:

U(l) = +3,5V, U, =+5V, U(0)=0V

tap



. BIQI!aI [E je‘eI rtekek, Zajtavolsag:

standard 0-5V feszultség tartomany
esetén, TTL

M NN

0-5 V-os tartomanyban }

,0¢“=0-0,8V-ig 2 1

,19“=2-5V-ig

0,8-2-ig nem értel mezziik zajtavolsag
0,84

A zajtavolsag azért kell, mert ha a fe- 0,4 /

sziiltség pont a hataron van akkor a kii- W// MO
1onféle kiilsé kornyezeti hatasok (zajok) 0

miatt rossz értéket kaphatunk. ouT IN
Ilyen zajok Pl.:

a termikus zajok -- a vezeték hdmozgasa;

az induktiv zajok -- kiilsO elektromagneses tér, aminek a hatasa akar par V is lehet az eltérés;

10



Logikai operatorok es
igazsagtablajuk

11
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Logikal operatorok

m Fajtaik:
Egy-valtozos
Ketto-, vagy tobb-valtozos
m Harom alapmuvelet:
NOT (NEM)
AND (ES)
OR (VAGY)

m Funkcionalis / Univerzalis teljesség: bizonyos
logikal muveletek hasznalataval barmely
tetszOleges mas logikai fuggveny megadhato.

Ilyenek a NAND, NOR kapuk!

12
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lgazsagtabla: logikai operatorok
felirasa
m X logikai fuggveny megadasa az ‘A,B,C’ logikai

valtozok osszes lehetséges ertekétol fuggben
Jel: X(A, B,C,) //3 valtozo -> 2”3 = 8 sor//

Frlrr|lFr|RP|]O|lO|lO|lO]I>
Rrlr|lOoO|lO|lrRr |, |lO|lO]|®

RrlOoO|lrRr|O|FR|]O|FR]|O]LO

4|44 |T]m
e I I B e I T e B I e B @)
S e e I e T I e I B R

0
N oo o bk~ w DN P O o

o|lo|o|r|lo|lr|r|o]Xx
||| d|Tn | |T|T]>

m Kanonikus ,standard” igazsag tabla:
000 — 111 -ig (3 valtozo eseten)

13
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Logikai operatorok és
igazsag tablazatuk (NOT)

mJel: NOTA=A
m Formalis definicié igazsagtablaval:

A NOTA
0 1
1 0

m Def:
ha A hamis, NOT A igaz
ha A igaz, NOT A hamis
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Logikai operatorok és
igazsag tablazatuk (AND)

m Jel: BAND C=B-C
m Formalis definicio igazsagtablaval:

B-C

R |lO|lO|W
«NETN Nol Ne)

0
0
0

m Def. B-C éertéke pontosan akkor ‘igaz’ ha ‘B’ és
‘C’ is egyszerre ‘igaz’, kulonben hamis

m kKommutativ




Logikai operatorok és
igazsag tablazatuk (OR)

m Jel: BOR C =B+C
m Formalis definicio igazsagtablaval:

C

B+C

0

1

0

0
1
1

R |k, lO|OCWT

1

1

m Def. B+C értéeke pontosan akkor ‘igaz’ ,ha ‘B’ és

‘C’ kozul legalabb az egyik ‘igaz’, kulonben

hamis
m kKommutativ

16
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Smart aramkorok ©

ANDRDID NANDROID NOTDROID OROROID




Egy- ill. ket-valtozos logikai
fuggvéenyek bemutatasa és
szabvanyos jeloleseik

18
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Egyvaltozos logikai fuggvények:

m Jelmasolo (,buffer” - jel-erosito):

be ki . :
5 5 —be~>kl— —be— 1 —ki—
1 1

Nemzetkozi Magyar
szabvany szabvany

m Negalas - Inverter (NOT): A

be ki
0 1 —be ki— —be— 1 (>ki—
1 0

19
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Keétvaltozos logikai fuggvenyek:

s ES (AND):
A-B

ol Ll (=] [=] (P>
ROl |Oo||t
R|O|O|O|Z&.
|
T

> . —A— .
g ki— s & +ki—

s VAGY (OR):
A+ B

Rl |O|Oo|X>
FR|O|— O]l
=l L [l (=) | Y
||
|
2.
|
||
W >
||
|_\
I
>
I

ADB

m Antivalencia (XOR):
5
0
1
1

mlo|r|o|lm
Ol | |O|Z.
|
2.
|
||
W >
||
|
|
=~
|




Keétvaltozos log.fuggyv. (folyt.):

s NEM-ES (NAND):

A-B o101
0 1 1

1 0 1

1 1 0

s NEM-VAGY (NOR):
A+B T
0 1 0

1 0 0

1 1 0

N’

m AOB .

m Ekvivalencia (NXOR):
g
1
0
1

il ol (@] [e]

(oo Z.

—A— y
—B— 1=

21



Boole algebra

22



Boole-algebra

= Logikai operétorok algebréja issoen

m George Boole: el0szor mutatott
hasonlosagot az altala vizsgalt logikal
operatorok €s a mar jol ismert aritmetikal
operatorok kozott.

23
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Boole algebra elemei:

m 3 alapmuvelet: AND, OR, NOT

m Tulajdonsagaik (AND, OR esetén):
s Kommutativ: A+B=B+A, A-B=B- A
m Asszociativ. A+(B+C) =(A+B)+C=A+B+C
A-(B-C)=(A-B) C=A-B-C
m Disztributiv. A-(B+C) =A - B+A - C,
A+(B - C)=(A+B)-(A+C)
m Operator precedencia (csokkend sorrendben):
m NOT
m AND
= OR

atzarojelezhetoseg!

24
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Boole algebrai azonossagok!

1)A=A NOT _
--------------------------- < 12)A-B+A-B=A
2)A+0=A _
OR —_

A)A+A=A . 14)A+A-B=A+B~
5)A+A=1 15.)A-(A+B)=A-B
6)A1=A

7)A-0=0

> AND

8)A-A=A

9)A-A=0 De-Morgan azonossagok:
10)A+A-B=A } Lo 18)A+B=A-B }

nyelési . . DUAL

11)A-(A+B)=A"] ™ 19)A-B=A+B "

25
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Boole-algebral azonossag
igazolasa igazsagtablaval

m Pl: De Morgan A-B=A+B

Dualitas elve

[ AB |NOT (AB)

R|O|O|O

olr|r|~

|| NOTA | NOTB [NOT(A) + NOT(B)

Rllo|lofl> Rl |Oo|of|>
ROl |O|| R|IO|IFR|O||

oO|o||F
O|R|O|F
o]~

m Példa: egyszerusitésre 7
A-(B+C-(B+A)=A+B

26
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Funkcionalis teljesseg: peldak

A
B Funkcionalisan teljes, vagy

univerzalis aramkori alapkapuk:
VLSI CMOS logikai halézatok
eseten a NAND, illetve NOR kapu.

A-B=A+B

B
Bs
O
Spe

27
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Logikai egyenletek megadasa
igazsag-tablazatokbal

W pontosan akkor lesz igaz, ha A

" A B W

m Pl S;r - - . igaz és B hamis, 9gyébként W
; 5 ) 5 E_?n_us lesz. Vagyis egyenletként
5 ) . . ifejezve: _ —
S R W=A-B

[] P| sor A B Y Y pontosan akkor lesz igaz, ha A és
0 0 0 - B is hamis, vagy Aigaz és B hamis,
1 0 1 0 vagy A és B is igaz, egyéebként W
2 1 0 1 hamis lesz. Vagyis egyenletként
3 1 1 - kifejezve:

Y=A-B+A-B+A-B=B+A-B=B+A
Y=A-B

28



Def:. Logikal fuggveny

m Fuggetlen valtozo: bemeneti valtozo(k)

m Fuggo valtozo: kimeneti valtozo(k)

m Logikai fuggveny:
minden kimeneti valtozo ertéke a
fugqvenykapcsolat alapjan hatarozhaté meg

(minden egyes bemeneti kombinaciohoz
meghatarozhato a kimeneti valtozo).

Egyertelml hozzarendelés (de nem
kolcsonosen egyertelma!)

29
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Teljesen hatarozott logikai halézat hany
kulonboz6 fuggvénnyel irhato le 0sszesen?

X —— S Z
% %
9 : : 9
=~ Combinational —— 3
= — Logic — g
% %
Xy = —> 7
N\ J N— NBe:2n — NKI:2m _/ N\ J
bemeneti bemeneti kimeneti Kimeneti
, , valtozé valtozé , .
valtozo . . valtozo
kombinacio kombinacio

Ny = NKNB :(Zm)zn

PELDA: 4 bemenet, 2 kimenet esetén a fliggvények lehetséges szama:
N; =(22)"(24)=41% logikai fliggvényt lehet definialni (teljesen hatarozott LH)
30
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Pl. Osszes lehetséges két-bemenet(i / egy-
Kimenetu logikai fuggveny igazsagtablaja

L _ Ng _ 7Amy2"
A ComEma_tlonal Nf = NK —(2 )
o 7 1\2° 4
s —— f2 = (2% =2* =16
A | B
cjo}joy,o0jo0oyo0}jo0;o0o;o0j}jo0j1(12|j12;1}|1|1¢(1]1
0 1100|001 1 1 11 0]0]0]O0 1 1 1 1
11 0] 0] 0 1 11010 1 11001 1 10|01 1
1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
_______________________________ I T t 1 I
Egymas negaltjai/lkomplemensei 21




Z=1f2AB)=0
Z=1*(AB)=A-B
Z=1AB)=A-B
Z=1}AB)=A-B+A-B=A
Z=1}AB)=AB
Z=1(AB)=A-B+A-B=B
Z=1>(AB)=A-B+A-B=A®B
Z=1*(AB)=A-B+A-B+A-B=
=A-B+A-(B+B)=A-B+A=A+B

Z=1}AB)=A-Bo f*(AB)
Z=f}AB)=A-B+A-B=AOB < f*(AB)
Z=1f2(AB)=A-B+A-B=B < f*(AB)

Z=1f2(AB)=A-B+A-B+A-B=

=B-(A+A)+A-B=A+B < f(AB)

= f2(AB)=A-B+A-B=A-(B+B)=A
< f7(AB)
Z=12(AB)=AB+A-B+A-B=
=A-(B+B)+A-B=A+B < f./ (A, B)
Z=1f.(AB)=AB+A-B+A-B=
=A-(B+B)+A-B=A+B< f*(AB)
Z=1f2(AB)=1s f’(AB)

32



Logikai fuggvenyek
kanonikus (normal) alakjal



S
1.) Sum-of-Products (szorzat,termek”
0sszege)

m Szorzat (AND) termek osszege (OR kapcsolata)

m Emberi szemleletmodhoz kozelebb all: a tablazat soraibol
azokat a fuggvenyertékeket (Y) vesszuk amelyek ‘1’-esek

m Def: Trivialis forma: ha egy valtozé egy adott szorzat

termben vagy ponaltan, vagy negaltan legfeljebb egyszer
szerepel.

Ezt hivjak még mintermnek (m,) vagy kanonikus
szorzat termnek is. Tegyuk fel hogy F(A,B,C)

Pl: valos / trivialis [ kanonikus formulak: A, A, A- B, A-B-C

Pl: érvéenytelen formulak (de ettdl még Boole kifejezes), ami
jelenti azt is, hogy tovabb egyszerisithetok:

A-AA-B-B-C

34



Diszjunktiv Normal Forma:

o Jo. Y(DNF): Zm

m n valtozo eseten 2“In lehetséges minterm van.

m Kepzésuk: az igazsagtablazatbol azoknak a
mintermeknek a VAGY kapcsolatat vesszuk, ahol
fuggvenyertekek soraban (Y) ‘1" -es szerepel,
vagy ahol a fuggvény komplemensének (Y)
értéke ‘0.

m minterm: m; (i. sora a kanonikus tablanak, ahol Y
érteke ‘1°).

35



Példa: DNF felirasa

m lgazsagtabla: =

w(lNn|—|O

Rl |lO|O]|D>
R |lOo|lrr|Oo|Wm
RO ]

m Kapott egyenlet: 1=y =A-B+A-B+A-B=m,+m, +m,
[0 O] [1 0] [11]

m Komplemens: '0'=Y =A.B=m, =(m,+m,+m,)
0 1]

36
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2.) Product-of-Sums: 0sszeg,termek”
Szorzata

m 0sszeg (OR) termek szorzata (AND kapcsolata)

m Maxterm (M.): olyan kanonikus 0sszeg term,
amelyben mlndegylk logikal valtozo pontosan
egyszer fordul eld, ponalt, vagy negalt alakban.

Tegyuk fel hogy W(P,Q,R)

Valés maxterm: P+6+§ , de nem valos: P+Q
Kanonikus forma: W =(P+Q+R)(P+Q+R)

Nem kanonikus forma: W =(P+Q)(P+Q+R)

m Gyakorlatban kevesbé hasznalt forma.
37



KNF: Konjunktlv Normal Forma

m Jel: W(KNF)= HM

m Képzesuk: a kanonikus igazsagtabla azon
maxtermjeinek ES kapcsolatat vesszik,
ahol a fuggveny (W) erteke ‘0’, vagy a
komplemens fuggveny (W) értéke 1.

m Pl: W=A+B vagy

— disztributiv

W =(A+B)-(A+B)-(A+B) = A-B=A-B
m Maxterm (M,): az igazsagtablazat i. sora,
ahol a kimeneti fuggvenyertek 0’.

38
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Peldak: KNF

m Legyen: M,=A+B+C aholaz Y kimeneti
fuggvenyertek hamis volt. Ez az M, maxterm
igaz A,B,C valtozok ertékenek kombinacidjara,
kiveve egyet, ahol A=1, B=0, C=1. Tehat
1=[101]=5. — M (tablazat 5.sora)

m Legyen: M;=A+B+C aholaz Y kimeneti
fuggvenyertek hamis volt. Ez az M, maxterm
igaz A,B,C valtozok értékének kombinaciogjara,
kiveve egyet, ahol A=0, B=0, C=0. Tehat
1=[000]=0. — Igy M,, (tablazat O.sora)

39
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Példa: KNF felirasa (hagyomanyosan)

S

-

m [gazsagtabla

PR l|lPr|P|O|]O|OC|O]|«

N~N|ojloa|ldhAWOWIN|I]|O]O
Rrlr|lO|lO|lR|FR|O|O]RX
R |O|lFRr|O|FR|O|RLR|O|TC
oO|lo|loo|o|lr ||, |lO]XL

=

m lgazsagtablabol kapjuk, hogy:

'0'=Y(KNF)=(J+K+L)-(J+K+L)-(J+K+L)-(J+K+L)-(J+K+L)
'0'=Y (KNF) =[000]-[100]-[101]-[110]-[111] = M, -M, - M, - M, - M,

1T'=Y(DNF)=(J-K-L)+(J-K-L)+(J-K-L)
'1'=Y(DNF) =[001]+[010]+[011] = m, +m, +m,

40
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lgazsagtabla felirasa logikai
kifejezesekbOl |.

m a.) DNF-bol: feliras egyszeri

x Kanonikus mintermbol: egy sor kepzddik (ahol Y
igaz),

s Nem kanonikus, kevesebb valtozot tartalmazo
termbdl: tobb sor is képzbdhet, mivel egy ilyen
term egy adott logikai valtozo ponalt es negalt
értekére is 'igaz’ kimeneti eredmeényt (Y=1) ad,

= Egy sorhoz tobb term is tartozhat!

41



Pelda: DNF — |lgazsagtabla

m Eredeti egyenlet:
1'=Y(DNF)=J-K+J-K-L+J-K-L+K-L

terml term?2 term4
X Vel

kanonikus (minterm)

m Kapott igazsagtabla:

sor J K L Y

0 0 0 0 0

1 0 0 1 0

2 0 1 0 0

3 0 1 1 1 term?2 és term4
4 1 0 0 1 terml

5 1 0 1 1 terml

6 1 1 0 1

7 1 1 1 1 term4

42
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lgazsagtabla felirasa logikai
kifejezesekbOl |l.

m D.) KNF-bol: feliras ,nehezebb” (az egyes

logikai valtozok negalt ertekeit kell venni)

» Kanonikus maxtermboal: egy sor képz6dik (ahol Y
hamis),

x Nem kanonikus, kevesebb valtozot tartalmazo
termbdl: tobb sor is kepzodhet, mivel egy ilyen
term egy adott logikai valtozo ponalt es negalt
értekere is 'hamis’ kimeneti eredmenyt (Y=0) ad,

= Egy sorhoz tobb term is tartozhat!
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Pelda: KNF — Igazsagtabla

m Eredeti egyenlet:
'0'=G(KNF)=(A+B+C)-(A+B)-(A+B+C)

terml term?2
LN Vel

kanonikus (maxterm)

m Kapott igazsagtabla:

sor A B C G
0 0 0 0 1
1 0 0 1 1
2 0 1 0 1
3 0 1 1 1
4 1 0 0 0 terml és term?2
5 1 0 1 0 term2
6 1 1 0 1
7 1 1 1 0

44
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lgazsag tablak tomorebb felirasi
formaja

m Eml: Kanonikus ig. tablanal: n valtozé — 2”n sor
(0sszes lehetseges valtozé kombinacio felirasaval)

m EgyszerUsitett / tomorebb feliras:
X7 Don’t Care valtozo két értéke: 0 és 1 is lehet.

m P 1'=YDNF)=J-K+J-K-L+J-K-L+K-L
terml term2 term4

N S
kanonikus (minterm)

term? és termd Term1: L don’t care (O v. 1)

term1 Term4: J dont’care (1 v. 0)
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Elvi logikal rajz



"
Az egyszerusitett fuggveny logikai
aramkori realizacioja
= F3(A,B,C)=A.-C+A-B

=By

=

Inverter szint ES kapuk szintje VAGY kapuk szintje
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"
Pelda 1: 7-szegmenses dekdder
aramkor tervezese
m Szamjegyek (0-9) és spec. hexadecimalis
karakterek megjelenitésére (=l Z= )
m nemzetkozi elnevezesel a szegmenseknek:

(a,b,c,d,e f, Q)
16 érték (4 biten ébrézolhaté): F(X,Y,Z,W)
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Pelda: 7-szegmenses dekdder

tervezese (folyt)

m |gazsagtabla (f szegmensre)

m Adott bementi értekre
vilagitani kell-e az f
szegmensnek

m Kapott optimalizalt F kimeneti
fuggvény f szegmensre:

+X-Z+X-Y-Z
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" S
Pelda 1: A 7-szegmenses dekoder
logikai aramkaori realizacioja

(f szegmensre)

Y [Y
|
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F (XY, ZW)=ZW+X-Y+Y W+X-Z+X-Y-Z
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