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Szinuszosan valtakozo feszultseg
és aram leirasa

@ |dében szinuszosan valtakozé aram, illetve fesziiltség a

ahol

U sin(wt + py)
[ - sin(wt + ¢;)

a fesziiltség pillanatértéke, [V]
az aram pillanatértéke, [A]

a fesziiltség csucsértéke [V]
az aram csicsértéke [A]
korfrekvencia, [rad/s|=[1/s]

a fesziiltség kezdéfazisa

az aram kezdéfazisa

akja



u(t)

Ulwt)
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Szinuszosan valtakozo sess
feszultseg és aram leirasa

0
\\u(t =0)=U sin (g,) _// [_NEL_@ =U ﬂ"_‘fﬂl
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Kozepertéekek 1
o
A villamos mérémiiszerek a fesz. és az aram valamilyen kozépértékét mérik:
@ Egyenaramu kozépérték:
1 [T o [r
Uk = ?/0 u(t)dt = ?/0 sin(wt + ¢, )dt =
U U
=~ [eos(wt + pu)]] = ——— [cos(wT + pu) - COS(w)] —0
Ha u(t) = Uy + Usin(wt + ¢,), akkor Ux = Tfo t)dt = Uy
@ Abszolut kozépérték:
= —/ )|dt = —/ |sin(wt+p,)|dt, t=t—"— transzformacm

U T'/2 T/2
T" sm( tdt)—2?/ sin(wt’)dt’ —2—/ sin(wt’)dt’ =
0

U t'=T 4U 2 I
=07 [cos(wt)] 2o = 2iT 7V




Kozépértékek

o Négyzetes kozépérték (effektiv érték):

2
\/ / u?(t dr\/U/ sinf(wt + @, )dt =
= \/2—7_/0 [1 — cos2(wt + ¢, )| dt

-2 [t sin(Z(thrLPu))]T U2 | U
- 2w 0 2 V2




Effektiv ertek, négyzetes ee
kozépertek i

e Az effektiv értek annak az egyenaramnak az
értekevel egyenlo, amely azonos id0 alatt
ugyanakkora munkat vegez (h6t termel), mint a
vizsgalt valtakozo aram.

e Megallapodas szerint a szinuszos feszultseg
értekekent az effektiv erteket adjak meg.
(Pl. a 230V-0s-nak hivott halozati feszultség effektiv
erteke 230V.)
A szinuszos feszultséget vagy aramot meéro
muUszerek is altalaban az effektiv értéket mutatjak.



Szinuszosan valtakozo mennyise- H
gekre vonatkozo6 alaptorvenyek

o Kirchoff-térvények:

Z ik(t) =0 csoméponti torvény rang szamui vagatra
k

Z uk(t) =0 huroktorvény nullitas szama hurokra

k
o Fesziiltségforras forrasfesziiltsége:

u= uy = '*,,/EUV Sln(u}t —|— 'il,f:r‘uv)
o Aramforras forrasarama:

i =ip=V2lgsin(wt 4+ i)



Ellenallas

Az ellenallas fesziiltsége aranyos aramaval: v = R -/ vagy i = G - u, azaz

V2. Ug -sin(wt + ¢u,)

R-V2.Ip- sin(wt + ¢j,), amibdl

Ur = R-Ig,(vagy Ir = G - UR,) és vup = ¢ig
Az ellenallas arama és fesziiltsége fazisban van egymassal, nincs kozottiik

faziseltérés.

U,
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Kondenzator sese

A kondenzator &rama aranyos a fesziiltségének idé szerinti derivaltjaval

du
i=C.-—, azaz
B B dt 3 -
V2Icsin(wt+pi.) = wCV2Uc cos(wt+pu.) = wCV2Uc sin(wt + @y + 5)
. 1 ) T
amibsl: Uc = —Ic. és pj. = pue + =
W 2
u,i ¢
!
|
. e s O et EEEEEE
I ~ . .
= n | N\ | : A kondenzator drama
/ _T,;_t___ =TT 7 L/~ 90°-kal siet a
y —1 \l 1 .! /. fesziiltségéhez képest,
t (vagy fesziiltsége 90°-ot
késik aramahoz képest)
.
| =wC - U
1 11




0000
VAL I 0000
Induktivitas 1t
[
A tekercs fesziiltsége aranyos az dramanak id6 szerinti derivaltjaval
| di
u=L.—, azaz
_ B dt’ 3 -
V22U sin(wt + ¢y, ) = wlv 2l cos(wt + ¢j, ) = wlLv 2l sin(wt + ¢, +§)

amibél: Uy = wllp, és @i, = vy —
ud e

OFk———zeg—— — | —— — — S R A

| | | _
n | & ! | A tekercs darama 90°-ot
VAR [T/ keésik a fesziiltségéhez

|

» képest, (vagy fesziiltsége
* 90°-kal siet aramahoz
képest)




Komplex irasmod

" ]

N < X
|

©

A Kirchoff-torvényekbdl és az agtorvényekbdl mindig meghatarozhaték
az ismeretlen effektiv értékek és kezddfazisok

Bonyolult, hosszadalmas, helyette a komplex irasméd hasznalhaté

Komplex szamok (Z € C) algebrai és exponencialis alakja:

Euler-formula: &% = cos(w) + j - sin(p)

arc(Z) = arctan(y/x)

Im{(Z )&

y

il

Z=x+tjy=2-6é¥




Komplex irasméd

o Legyen a fesziiltség és az aram (valds) pillanatértéke

u(t)
i(t)

o Komplex pillanatértékek
u(t) U - ellwtteu)

i(t) | . gilwtte;)

o A valds pillanatérték a komplex
pillanatérték képzetes része

u(t) = Im(@), i(t) = Im(/)
o Az T vektor w szogsebességgel
forog a komplex szdmsikon
pozitiv irdnyban
@ A valés pillanatérték a képzetes
tengelyre es6 meréleges vetiilete

U-sin(wt + py)
[-sin(wt + ;)
U - (cos(wt + ¢u) +jsin(wt + ¢4))

Fat

| - (cos(wt + ;) +jsin(wt + ¢;))

Im ()
. A t=t,
U-sin(p)f------
/
/
/
) /
U-sin(oy) |- -----— \ =0
;¢ |
/ I'f,.f:'u :
- L - ¢ -
U-cos(p) U-cos(p,) Re(i)

1. 14



* y(t)

-
-----

e http://www.algebra.com/algebra/homework/complex/Phasor_(physics).wikipedia

15



z=x+iy=r(cos © +isin

)

X =T COS
y =T Sin

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:ComplexSininATimeAxe.gif

1. 16



Komplex irasmod oet

o A komplex pillanatérték ismeretében definialhaté a komplex cstcsérték
(U) és a komplex effektiv érték (U)

U. el

€5 — | . el¥i

— C:|>

— Ef . ej‘:f:u — V/E . U . ej‘r'ju
J.evi = \J2.].¢%i ‘

— <
|

o A komplex csicsérték illetve a komplex effektiv érték ismeretében
felirhaté a komplex pillanatérték

a(t) = U.et = 2.T.et
i [ . et T

() = = V2.7 &t
tovabba o o
Uu = |U| N arc(U)
| = I’ o; = arc(l)



Kirchoff-torvenyek komplex
alakja

e Kirchoff-tdrvények komplex pillanatértékekre

k k k
Zuk Z'm ((t)) = Im (Z k( )) =0, azaz Zﬁk
k k k

e Kirchoff-torvények komplex effektiv értékekre

Z Z V2T, .- e¥t =0, azaz Zﬂ =0
k

Z”k Z\/Q U - et =0, azaz ZUk =0
k k

> ik(t) =) Im(ik(t)) = Im (Zf’k(t)) =0, azaz Y ix(t)=0
k

. 18



Impedancia es admittancia HH

@ R, L és C elemekbdl allé passziv kétpélus bemenetére kapcsoljunk
u(t) = U - sin(wt + ¢, ) fesziiltséget, melynek komplex effektiv értéke

U=U. e
o A kétpdlus bemenetén folyé aram i(t) = /- sin(wt 4 ), melynek
komplex effektiv értéke T . i

o A fesziiltség és aram komplex pillanatértékének hanyadosa a kétpélus
impedanciaja (Z)

> _U_V2:.U.et U_ U.ée <
T 2 et T [-evi
Eej(@u—w) _ 7. vz T lu
I E—
ahol Z = + az impedancia abszolit értéke,

w7 = Yy — Wi az impedancia szoge

e Az impedancia reciproka az admittancia (Y = 7_1)



Ellenallas

-l
o]
R lu
=2l ” Re
@ U= R-i amibél - u
I

20



V4 0000
Kondenzator 11t
[
du o - ~do du - du
| = Cd— amibél  Im(7) = Cdtlm(u) = Im (C dr) , azaz [=0C "
B = s do . = = . . _
u=+v2-Ue — — = jwVv2. - Ue*" = juwu
A kondenzator drama dt
- du
= C? _JwCU ) Im‘
;";—0

Impedanciija

NI
- || =|
|
‘ —
|
N

)
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)
|
i
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m = ”y 0000
Induktivitas 11t
[

di o ., d o di _ di
u= LE, amibél  Im(u) = Ldtlr;_l(f) = |Im (Ldt) , azaz U= Cdt
P=v2.Tet o I V2 Tewt = i
=V el % Jwi
A tekercs fesziiltsége -

di : !
o9
U dt J ! ;
..ﬂ_
Impedanciaja
Z == —jwl=24% lf.‘! Z, =
I
Zf_ :w/_
U=2,1




Osszefoglalva i

o Az aram és fesziiltség komplex effektiv értéke kozti kapcsolat a | ¢
komplex Ohm-torvény: U =27 - 1.

o A Z komplex impedancia a kiilénféle halézati elemeknél az alabbi:
Zr =R, Z| = jwl. Zc = i
jwC
o A komplex impedancia a fesziiltség és az aram komplex effektiv
értékének hanyadosa, nagysaga a fesziiltség és az aram effektiv
értékének hanyadosa, szoge pedig a fesziiltség és az aram
kezdéfazisanak kiilonbsége:

- U U

— = Z:_: PZ = Pu — ¥i
/ /
@ Impedancidk soros, illetve parhuzamos eredéje:

_ no_ 1 1
ZS:ZZkr = — =
k=1 Zp k=1 <k



Osszefoglalva HE

@ Az impedancia valés és képzetes része

Z=R+j-X=Z %  ahol

Z =/ R2 + X2, ©p7 = arctan (ié()

o Z a latszélagos ellenalas, R a hatésos ellenallas (rezisztancia), X
pedig a meddé ellenallas (reaktancia)

@ Az impedancia reciproka az admittancia:

— 1 . _
Y:?:Gij+gzy.e—mz:y,emv

o Ya latszélagos vezetés, G a hatasos vezetés (konduktancia), B a
medd& vezetés (szuszceptancia)

@ Ohm-torvénye admittanciaval kifejezve: [ =Y - U



Halozatok szamitasa 0es

o A fesziiltségek és aramok effektiv értékével és impedanciakkal
szamolva a szinuszos aramu halézatok szamitasa megegyezik az
egyenar( halézatok szamitasaval.

o Kirchoff-torvényekbél és az agtorvényekbdél b + b szama lineéris
algebrai egyenlet.

@ Alkalmazhaték az egyenarami halézatoknal megismert médszerek:
Szuperpozicio elve

Thévenin-, és Norton-tétel

Csillag-haromszog atalakitas

Csomoponti potencialok, és hurokaramok médszere
o Millmann-tétele

¢ & & ¢

@ A fesziiltségek és aramok komplex effektiv értékét vektorabran
szemléltetjiik



Impedanciak csillag-haromszog ese0
atalakitasa +
@ Haromszog-csillag atalakitas
=z Z1s-Z3
0= = =
12+ 23+ 23
=z 213+ Z23
W= = =
Z12 + 23+ Z31
- Zr3 - Z31
30

a Z1o+ 2703+ 731

o Csillag-haromszog atalakitas

V.. _ Y10 Y20
RN=="—"=
Y10+ Y20 + Y30
v Yoo Yao
NB== e —
Y10 + Y20 + Y30
Vi — Y30 Y10
31 = =

Y10 + Y20 + Y30



Soros RL kor

o A kapocsfesziiltség

u(t) = V2Usin(wt + pu), azaz U= Uel¥ru @
=R+ jwl = Zel¥z

@ A halézat impedanciaja

ahol

@ Aramerdsség

o Ellenallas
fesziiltsége
Ugr = Rl = RI&*i
_ Upel
o Tekercs
fesziiltsége
U = jwll =
= wlle(z %) =
= U, elzt¥i)

Z=vVR2+w2l2 ;= arctan(—

T:

wl

) R
Uei#w

= lel¥i

- Zelpz

NI <

Jeol



Soros RC kor

o Impedancia Z =R+ JTlC = R_ju_lc' — 7eivz

ahol Z = \/RZ e wzl(_‘Z’ o7 = — arctan(__ ;C)
o Ellenallas Im
fesziiltsége
Ugr = RI = Rl&¥i
= Ugpel¥i =2

@ Kondenzator

fesziiltsége
O
U = —1=




Parhuzamos rezgokor sels
Re

@ Eredd impedancia ) Rl
— _ + Jw
(Retwl) > = TT0RC — WL

o ldealis parhuzamos rezgékor esetén (R = 0)

-  Jwl - wl
£=q1_.ac ¥z =arctan (1 —u:ZLC>




Z|2]1

Parhuzamos rezgokor

@ Antirezonans korfrekvencia (wg = 1_(:)
y
_ ol
7— )
1 T (E) L PN
o w < wp . akorinduktiv, (¢z > 0) N -\

o w=uwp: akorrezisztiv, (pz =0)-ittveg AN 71H2)
-N)

o w >wp . a kor kapacitiv, (pz < 0)

& ' 5
< L cd

@ ﬁ\ramerﬁggég: induktiv. ohmos kapacitiv jelleg

I=14+1c= (i—'_JWC) U=Y .U

Jw

@ Nem idealis esetben (R > 0) az impedancia egyetlen frekvencian sem
lesz végtelen nagy. Ha R < wol, akkor az antirezonans
korfrekvencian:

jwolL L

Z = 1~ 2LC 1 juoRC = B (rezonancia inpedancia)

1. 30



Soros rezgokor

@ Ered6 impedancia

_ _ 1 _ 1 wt’_—%
Z:R+JML+T:R+J wl——1, ¢z =arctan =

R

1. 31



Z[Q) gy X

Soros rezgokor

@ Rezonans korfrekvencia (wp = \/%) 0 r fHz)

kapacitiv  ohmos mduktiv elleg

Z =R+ jwl (1 _ (”:0)2) , gz = arctan (bj;:_ (1 _ (f)2)>

o[°] A |
B p 90° |
@ Ha w =wg, akkor Z = R, és o7 =0 P
. am & - . O'J >
o w<wp: akorkapacitiv, (pz < 0) J,;, e
o w=uwp: akorrezisztiv, (¢z =0) U e M
¢ W>Wo - d kDI" indUktiv= (‘r?z > 0) kapacitiv.  ohmos  induktiv jelleg

o Fesziiltség:

- 1 \N_
U—UR—I—UL+UC—(R—I—jwl’.%—.(T)f—ZJ
Jw

1. 32



Teljesitmények 5

@ A kétpdlus dramanak és fesziiltségének ismeretében a teljesitménye:
u(t) = V2U - sin(wt + ¢7)
i(t) = 2/ sin(wt)
p(t) = wu(t)-i(t)=2U-1- sin(wt+ ¢z)-sin(wt)

kihasznalva, hogy 2sin(«) - sin(3) = cos(a — [3) — cos(a + 3):
p(t) = U-I-(cos(pz)— cos(2wt+ pz))
= U-[l-cos(pz)—U-I-cos(2wt+ pz)
@ A pillanatnyi teljesitmény egy kozépérték koriil leng 2w
korfrekvenciaval.
o A kozépérték jele P, neve: hatasos teljesitmény

-
P = i/ p(f)df: U.l ‘COS({PZ)E [W]
T Ji=o



- s , 0000
Teljesitmenyek 1t
o Latszélagos teljesitmény: S =U-[, [VA]
o Teljesitménytényezé: p
cos(pz) = ¢

e A pillanatnyi teljesitmény a kdvetkezé alakban is felirhaté

p(t) = u(t)-i(t)
= U-[-cos(pz)(l—cos(2wt))+ U-I-sin(pz)-sin(2wt)
= P-(1—cos(2wt)) + Q -sin(2wt)

@ Az elsé tag egy P kozépértéki lengd teljesitmény, a masodik pedig egy
nulla kézépértéki felesleges teljesitménylengés

@ Meddé teljesitmény
QR =U- I sin(pz), [VAr] (VA — reaktiv)



Ellenallas teljesitménye
] —

o A fesziiltség és az aram
fazisban van

vz =0

@ A hatasos teljesitmény

P=U-1/-cos(0)=U-1

@ A meddéd teljesitmény

Q=U-/-sin(0)=0




Kondenzator teljesitmeénye 0

o A fesziiltség az dramhoz
képest 00°-kal késik




Tekercs teljesitménye HE

(TR
i |
—_—

@ A fesziiltség az aramhoz ' /><
képest 90°-ot siet / \>Z/

Yz =

N S

@ A hatasos teljesitmény

P=U-T. cos(;)zt)

Ptk pity=0-{1—cos{2et )+ Q- sin(2at)

@ A meddé teljesitmény

Q=U-1I. sm(z)—U l




Passziv kétpolus teljesitményei| :::

Osszefoglalva

W

e Hatasos, meddod, komplex, latszolagos

- +U.]|. CDS(C,OZ) — Re(?) =+5 CDS((,OZ)
= £U./-sin(¢z) =Im(S) = £Ssin(yz)

= +U.- 1" =P+jQ =4S é¥z

= U-1=VP2+Q*= S

R-12=G.U?
X 12=_-B.U?
Z-1?P=Y" .U?
Z - 12=Y.U?



Teljesitmeényillesztes

Hatarozzuk meg a Z = R + jX impedanciaji fogyaszté hatasos

teljesitményét, ha Z, = Ry, + jXp, belsé impedanciaja, U\, (valds)
forrasfesziiltségii generatorra kapcsolodik!

@ Hatasos teljesitmény

U2
P=R.I?=R_—_—"Y —
|Z + Zp|?
@ P maximalis X-ben, ha X = —X}:
R . U?
Pmax — v , X=-X
(R+ Rp)2 b
o P,.. maximalis K-ben, ha R = Ry:
Uy
Pmax = AR, R=Rp, X=-Xp

o Teljesitmeényillesztés: 7 =7,

Uy

(R+ Rp)? + (X + Xp)?

Zp /

i
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