Halado informatikai
algoritmusok

Moho algoritmusok — ,,Elj a manak!”

(Dinamikus programozas — ,,Az intelligens ember hosszutavon
gondolkodik.”)




Bevezetés

e A dinamikus programozas bizonyos feladatok
esetében tul sok esetet vizsgal.

* Moho algoritmus: az adott lépésben optimalisnak
latsz6 valasztast teszi =2 lokalis optimumot valaszt
abban a reményben, hogy ez globalis optimumhoz
fog vezetni



A moho stratégia elemei

1. A probléma optimalis szerkezetének meghatarozasa.
2. Rekurziv megoldas kifejlesztése.

3. Annak bizonyitasa, hogy minden rekurziv Iépésben az egyik
optimalis valasztas a moho valasztas. Tehat mindig
biztonsagos a moho valasztas.

4. Annak igazolasa, hogy a moho valasztas olyan
részproblémakat eredményez, amelyek kozul legfeljebb az
egyik nem Ures.

5. A moho stratégiat megvaldsito rekurziv algoritmus
kifejlesztése.

6. A rekurziv algoritmus atalakitasa iterativ algoritmussa.



A moho strategia jellemz0i

A moho algoritmus mindig az adott [épésben optimalisnak
|latszo valasztast teszi.

* Csak egy reszprobléemat kell vizsgalni az optimalis
megoldashoz.

* Minden részproblémat felllrél-lefelé haladd modon meg
tudunk oldani.



Esemény-kivalasztasi probléma
* Tegyuk fel, hogy adott események egy S={a,, a,, ..., a,}
n elemd halmaza, amelyek egy kozos er6forrast hasznalnak,
példaul egy el6adotermet vagy egy nyomtatot, amit egy idében
csak egyik hasznalhat.

* Minden a; eseményhez adott az s; kezdd id6pont és az f; befejezd
id6pont, ahol s; < f; .

* Ha az a; eseményt kivalasztjuk, akkor ez az esemény az [s, f;) félig
nyitott id6 intervallumot foglalja le.

* Az a; és a; események kompatibilisek, ha az [s;, f;) és [s;, f)
intervallumok nem fedik egymast (azaz a; és a;kompatibilisek, ha s;
> f;vagys; 2f;).

* Az esemeény-kivalasztasi probléma azt jelenti, hogy kivalasztando
kdlcsondsen kompatibilis eseményeknek egy legnagyobb
elemszamu halmaza.

i1 2 [3 14 |5 |6 |7 8 |9 ll0 11
s; 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12

f; 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14



Optimalis részprobléemak szerkezete 1

1. feladat: megtalaljuk az optimalis szerkezetet, és felépitjik a feladat
optimalis megoldasat a részproblémak optimalis megoldasaibal.

* Definialjuk a kovetkezG halmazokat: S, ;= {a, € S[f; < s, <f, <s;}
(S; ;azokat az S-beli eseményeket tartalmazza, amelyek a;

befejezodese utan kezdodhetnek, és befejez6dnek az a; kezdete
el6tt)

* Ateljes probléma kezeléséhez egészits[lk ki az eseményhalmazt az a,
és a,,, esemenyekkel, ahol f,=0,s,,,=
Ekkor § = S, .1, €s a részproblémak mdexemek tartomanya:
0<i,jsn+1.

i 1 ]2 3 4 15 |6 |7 |8 |9 |10 11
s; 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
f; 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

S111= {a,€S|f, <s.<f, $s,}={a, a, a,, a, ag}



emak szerkezete 2

Optimalis részprob

* Tegyuk fel, hogy az események a befejezésiik szerint
monoton nem-csokkenod sorrendbe rendezettek.

fOSfl SfZS' ° 'S.fn <.fn+1

* Arészprobléma szerkezetének meghatarozasahoz tekintstink
egy nem Ures S, részproblemat, és tegyuk fel, hogy valamely
a, eleme a megoldasnak, azaz

fi sse<fi ss;.
* Az a, esemenyt hasznalva két részproblémat kaphatunk:
Sikr Skj

. S,-,jme,gc,)lo!asat meg!<apjuk_{ haazs;, es S,k,j megoldasanak
egyesitéséhez hozzavesszuk az a, esemeényt.



emak szerkezete 3

Optimalis részprob

Optimalis részproblémak szerkezete:

* Tegyuk fel, hogy A;;egy optimalis megoldasa az §;;
részproblémanak és a, €A, ;.

* Ekkor az A; , megoldas optimalis megoldasa kell legyen az §; .
részproblemanak, es az A, ;megoldas optimalis megoldasa
kell legyen az S, ;részproblémanak.

e Ezutan megmutatjuk, hogy az eredeti probléma optimalis
megoldasa felépithetd a részproblémak optimalis
megoldasibal.



Rekurziv megoldas

* Legyen c[i, j] az S;; részprobléma maximalis elemszamu,
kdlcsondsen kompatibilis eseményeket tartalmazo
részhalmaz elemszama.

* cfi,jl=0,has;;=Péscli,jl=0,hai>j
e Kapjuk a kovetkez6 rekurziv osszefliggést:
cli, jl = cli, k] + c[k, j] + 1

e k értékét nem ismerjuk, 6sszesen j-i-1 lehetséges értéeket
vehet fel (k=i+1, ..., j-1)

* Ateljes rekurziv alak:

[],h LSII:
cli,j] = { * 5i; =0

MATick<j; ax€S; s {r[g }‘] T r['l'}] + l} ha Si,_‘f Fj ¢



C|1, = ' : .
/ MaTick<j; ares; 1¢li, k| + ¢k, j] + 1}, ha Sj; # 0

i |1 (2 [3 |4 |5 |6 [7 |8 |9 |10 |11
s 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12
f 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14
S111= {a,€S|f, <s.<f. <s,}={a, a, a,, ag a,}

k=4,6,738 9

Megoldas lehet:

1. (? 181) = (a,, ag)

2. (; 182) = (a,, ay)
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Atalakitas
A dinamikus programozasi megoldas atalakitasa moho megoldassa:

Tetel: Tekintsiink egy S;; nem Ures részproblemat, és legyen
a,, a legkisebb befejezesi ideji esemény §; ;-ben. Hﬂﬂﬂﬂ
7 9 10 11 12

fm = mind fxlar € S; ;} PI. S, ;1= {a, ag a, ag, A}
Ekkor

am
1. a, elemesS;;valamely maximalis elemszamu, kolcsonosen
kompatibilis eseményekbdl allé részhalmazanak.

2. Az, részproblema Ures, tehat a,, valasztasaval legfeljebb az S, ;
nem ures.

(Dinamikus programozas = 2 részprobléma vizsgalata)

Tétel segitségével=> csak 1 részprobléma kell az optimalis
megoldashoz

Minden részproblémat fellilrél-lefelé haladé mdédon oldunk meg:.



i1 ]2 [3 14 |5 |6 |7 8 |9 ll0 11
s; 1 3 0 5 3 5 6 3 8 2 12

Tetel alapjan:
j'} 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

So,ne1 0Ol indulunk: S, ., ={ay, a,, a3, a,, as, ag, a5, ag, g, A1¢, 311}
d, =ad; ml=1

S;m1={a €S|4 <5, <f, <eo}={a,, ag a;, ag, ag, 314}

d,p, =d, m2=4

Sani1=1{ac€S|7 <5, <fi <eo}={ay, ay, a;,}

d,3 =dg m3=8

Sgni1= {8 €S]11 <5, <f, <eo}={a,;}

a4 =a;; ma=11

S11,n+1 = {ak € Sl 14 < S < fk < °°}=¢

Megoldas: ummm
1 5 8 12

4 7 11 14
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Rekurziv moho algoritmus 1

Bemend paraméterei:
e az esemeények kezdd és befejez6 id6pontjait tartalmazo s és f tomb
* amegoldando §; ,,; részproblémat meghatarozo i és n sorszam

Az eljaras S; ,,, egy maximalis elemszamu, kolcsonésen kompatibilis
eseményeket tartalmazé részhalmazat adja eredményul.

Feltételezziik, hogy az n bemeneti esemény befejezési idd szerint
monoton nem-csokkeno sorrendbe rendezett.

A kiindulasi probléma megoldasat a
REKURZIV - ESEMENY - KIVALASZTO(s, f, O, n)

eljarashivas adja.
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Rekurziv moho algoritmus 2

REKURZIV — ESEMENY — KIVALASZTO(s, f,i,n)

: 8
. While m < n és s, < f;

AW N

m— 111

dom— m-+1
ifm <n

. thenreturn {a,,} | | REKURZIV — ESEMENY —

KIVALASZTO(s, f,m,n)

. else return 0
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Rekurziv moho

algoritmus alapjan: [N ENS ERNERS N RGN EAN ENN R EDN
S; 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12

;i 4 5 6 7

1. REK(s,f0,11) m:=1 1<11? és 1<0?; 1<11? a,

2. REK(s,f1,11) m:=2 2<11? és 3<4?
m:=2+1=3; 3<117? és 0<4? m:=3+1=4; 4<117
és 5<47;4<11?a,

3.  REK(s,f4,11) m:=5 5<11? és 3<7?
m:=5+1=6; 6<11? és 5<7? m:=6+1=7; 7<11?
és 6<77; m:=7+1=8; 8<117? és 8<77?; 8<117? agq

4. REK(s,f,8,11) m:=9 9<11? és 8<117?
m:=9+1=10; 10<11? és 2<11? m:=10+1=11;
11<11? és 12<127?; 11<11? a,,

5. REK(s,f,11,11) m:=12 12<11? Nincs tovabbi

Megoldas: a,, a,, ag, a,,

8

9 10 11 12 13 14

REKURZIV — ESEMENY — KIVALASZTO(s, f,i,n)
1. m—i+1
2. whilem <nés s, < f;
3. dom—m-+1
4. ifm <n
5

. then return {a;,} | JREKURZIV — ESEMENY —
KIVALASZTO(s, f,m,n)

6. else return
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'terativ moho algoritmus

A MOHO-ESEMENY-KIVALASZTO eljaras egy iterativ valtozata a
REKURZIV-ESEMENY-KIVALASZTO eljarasnak.

Ez feltételezi, hogy a bemeneti események befejezési idejik szerint
monoton nem-cs6kkend sorrendbe rendezettek.

1. n «— hossz[s]

2. A+ {a1}

3. g1

4. form—2ton

5. doif sm > f;
6. then A — A|J{am}
7 i+« m
8

. returnA
f; mindig a legnagyobb befejezési idejli esemény az A halmazban,
tehat f; = max{f, | a, € A}.
Futasi id6: ©(n)
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lterativ moho

algoritmus alapjan: [N ENS ERNERS N RGN EAN ENN R EDN
S; 1 3 0 5 3 5 6 8 8 2 12

f, 4 5 6

n:=11; A:={a,};

i:=1 m=2 3247?; m=3 0>47; m=4 5>47
A:=AU{a,};

i:=4 m=5 3>77?; m=6527?; m=7 627?; m=8
8277 A:=AU{a};

i:==8 m=9 8>117; m=102>117?; m=1112>117
A:=AU{a . };

i:=11

Megold{as:lali ay ag, Ay maX|maI.|s- .
elemszamu kolcsondsen kompatibilis
eseményekbdl allé halmaz

7

8

9

10

0 N ok W N

11 12 13 14

n «— hossz|[s]
A—{a1}
i+— 1
form —2ton
doif sm = fi
then A — A|J{am}
i m

return.A
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Moho stratégia vagy dinamikus
Orogramozas

* az optimalis részproblémak tulajdonsagot kihasznaljuk mind a
moho, mind a dinamikus programozasi stratégiaknal,

 el6fordulhat, hogy dinamikus programozasi megoldast prébalunk
adni akkor, amikor moho megoldas is célravezetd lenne, és
forditva

A 0 - 1 hatizsak feladat: Adott n darab targy, az i-edik targy
hasznalati értéke v, , a sulya pedig w;, ahol v; és w; egész szamok.

Kivalasztando a targyaknak olyan részhalmaza, amelyek hasznalati
értékének 6sszege a lehetd legnagyobb, de a sulyuk 6sszege nem
nagyobb, mint a hatizsak W kapacitasa, amely egész szam.

Mely targyakat rakjuk a hatizsakba?

A toredékes hatizsak feladat: a targyak toredéke is valaszthato, nem
kell 0 — 1 binaris valasztast tenni.

18



Feladatok elemzése 1

Mindkét hatizsak feladat teljesiti az optimalis részproblémak
tulajdonsagot.

e A0 -1 feladat esetén tekintstink egy olyan valasztast, amely a
legnagyobb hasznalati értéket adja, de a targyak dsszsulya nem
haladja meg a W értéket. Ha kivesszuik a j-edik targyat a hatizsakbal,
akkor a bennmaradt targyak hasznalati értéke a legnagyobb lesz azon
feltétel mellett, hogy az Gsszsuly nem nagyobb, mint W -w;, ésn - 1
targybol valaszthatunk, kizarva az eredeti targyak kozul a j-ediket.

* A toredékes hatizsak feladatnal ha egy optimalis valasztasbal
kiveszlink a j targybdl w mennyiséget, akkor a megmaradt valasztas
optimalis lesz arra az esetre, amikor legfeljebb W — w 0sszsulyt
erhetlink el és a j-edik targybdl legfeljebb w; - w mennyiseget
valaszthatunk.
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Feladatok elemzése 2

* a 0 -1 hatizsak feladat megoldhaté dinamikus programozassal:
ha egy targy bevalasztasarol dontlink, akkor el6bb ossze kell
hasonlitani annak a két részproblémanak a megoldasat, amely a
targy bevalasztasaval, illetve kihagyasaval adodik. Az igy
megfogalmazott probléma sok, egymast atfeds részproblémat
eredményez

» a toredékes hatizsak feladat megoldhaté mohd stratégiaval:
megoldasahoz el6bb szamitsuk ki minden targyra a v, /w;
hasznalati érték per suly hanyadost. A moho stratégiat kovetve
el6szor a legnagyobb hanyadosu targybol valasztunk amennyit
csak lehet. Ha elfogyott, de még nem telt meg a hatizsak, akkor a
kovetkezd legnagyobb hanyadosu targybol valasztunk amennyit
csak lehet, és igy tovabb, amig a hatizsak meg nem telik.
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Annak bemutatasara, hogy a moho strategia nem mUkddik a
0-1 hatizsak feladatra, tekintstuk a kdvetkezd feladatot:

i 12 | 3| 45
\ 40 55 140 180 120

W, 20 50 35 60 20
W=100
i 2 | 3 a5
V, 120 140 180 40 55
W, 20 35 60 20 50

Moho valasztas: 20+35=55

Dinamikus valasztas: 35+60=95



Egysegnyi végrehajtasu munkak Utemezése

Egy vallalkozo minden munkaja egy napig tart és egyszerre csak egy
munkan tud dolgozni. Minden megrendelés hataridds, igy amit
elvallal, azt hataridére el kell végeznie. Minden elvégzett munka utan
meghatarozott haszon jar.

A vallalkozo a kovetkez6 id6szakra beérkezett megrendelések kozil ki
akar valasztani egy olyan részhalmazt, amely a lehet6 legtobb
hasznot eredményezi.

Adjunk meg egy megoldast a kovetkez6 id6szaki megrendelések egy
lehetd legnagyobb elemszamu részhalmazanak a kivalasztasara és
Utemezésére annak érdekében, hogy a kivalasztott munkakat
hatarid6re el tudja végezni, és az 6sszes haszon a lehet6 legnagyobb
legyen.
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Egysegnyi végrehajtasu munkak Utemezése

Bemenet: Az utemez_be allomany els6 sora a megrendelések
n szamat (1 £ n £1000) tartalmazza. A kovetkez6 n sor
mindegyikében két pozitiv egész szam van egy-egy szokodzzel
elvalasztva, az adott megrendelés h hatarideje (1 < n £ 365),
és a munka utan jaro p haszon.

Kimenet: Az utemez_ki allomany elsé soraban a kivalasztott

munkak k szama legyen. A kovetkez6 k sor mindegyikébe két
szamot kell irni egy-egy székozzel elvalasztva. Az els6 szam a
kivalasztott munka szama legyen, a masik annak a napnak a

sorszama, amelyiken az adott munkat el kell végezni.
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ute6mez_be: A hatarid6k szerint a Legyen M a még beosztasra varéo munkak halmaza, S a
n=

h munkakat sorba rendezziik: még szabad napok halmaza: M={6,2,5,1,4,3};
L 37 6. 13 $={1,2,3,4,5,6,7}
2. 2 4 2. 214 1. Alegnagyobb hasznu munkat valasztjuk és ha van
3. 7 2 5. 24 olyan szabad nap, amely nem nagyobb, mint a
4, 46 1. 37 munka hatarideje, akkor Gtemezzik be a munkat a
5. 24 4. 4 6 legnagyobb ilyen szabad napra.
6. 13 3. 72 2. A munkat toroljik a beosztandd munkak
halmazabol.
1. M={6,2,5,1,4,3}; 5S={1,2,3,4,5,6,7}; 1. (3 7) = M={6,2,5,4,3}; S={1,2,4,5,6,7}; = (1 3)
2. M={6,2,5,4,3}; S={1,2,4,5,6,7}; 4. (4 6) = M={6,2,5,3}; S={1,2,5,6,7}; = (4 4)
3. M={6,2,5,3}; S={1,2,5,6,7}; 2. (2 4) = M={6,5,3}; 5={1,5,6,7}; =2 (2 2)
4. M={6,5,3}; S={1,5,6,7}; 5. (2 4) =» M={6,3}; S={5,6,7}; =2 (5 1)
5. M={6,3}; S={5,6,7}; 6. (1 3) = M={6,3}; S={5,6,7}; 2 Nem tudom valasztani, mert az 1.

napra nem tudom betenni
6. M={6,3}; S={5,6,7}; 3. (7 2) = M={6}; S={5,6}; 2 (3 7)

utemez_ki:
k=5

1 51
2 13
3 2 2
4 4 4
5 37
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