Halado informatikai algoritmusok

Matrixok véges
sorozatainak szorzasa
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Dinamikus programozas jellemzi

a feladatot részfeladatokra valé osztassal oldja meg

* akkor alkalmazhato6, ha a réeszproblemak nem fuggetlenek,
azaz kozds részproblémaik vannak

* minden egyes részfeladatot es annak minden részfeladatat
pontosan egyszer oldja meg

* elkerllli az ismeételt szamitast, mivel a reszfeladatok
eredmenyeit taroljuk



Dinamikus programozas jellemzi

Egy dinamikus programozasi algoritmus kifejlesztese 4 |épesre
bonthato fel:

1. Jellemezzik az optimalis megoldas szerkezetét.
2. Rekurziv moédon definialjuk az optimalis megoldas éertékeét.

3. Kiszamitjuk az optimalis megoldas értékét alulrdl felfelé
toértend modon.

4. A kiszamitott informacidk alapjan megszerkesztink egy
optimalis megoldast.



Feladat

Legyenek A;, As..... A, adott matrixok.
Szamitsuk ki a matrixok A; A, ... A,, szorzatat.
Definicio: Matrixok egy szorzata teljesen zarojelezett, ha

* vagy egyetlen matrix,

* vagy ket zarojelbe tett teljesen zarojelezett matrixszorzat
szorzata.

Megjegyzes: A matrixok szorzasa asszociativ mivelet.

Példa:

(A, A, A, A,) sorozat lehetséges zarojelezései:
(A1(Ax(A3 Ay)))
(A1((AA3)A,)
((A;A)(A5A,)

(((A;A5)A5)A,)



Két matrix 0sszeszorzasanak
algoritmusa

MATRIXSZORZAS(A.B)
1. if oszlop[A] # sor[B]
2. then error "nem osszeilld dimenzio”
3. elsefori«— 1to sor[A]
4 do for j «— 1 to oszlop[B]
9. do Cli,j] — 0O
6 for & «+— 1 to oszlop[A]
7 do C[i, j] — Cl[i, 5] + A[i. k] = Blk, 7]
8. return C’

Szorzatmatrix merete:

Ap:a{q - qur == Cp:ﬂ:r

Szamitasi id6: pgr



Véges sok matrix dsszeszorzasanak
problémaja

Legyen (A, ..., A,;) matrixok egy adott véges sorozata, ahol az
A; matrix mérete p,_¢ xp (i=1,...,n).

Keressiik az A1 4> ... A, sorozat azon teljes zarojelezeset,
mely minimalizalja a szorzat kiszamitasahoz szlkseges skalar
szorzasok szamat.

Cél: a szorzas optimalis sorrendjének megallapitasa, a szorzast
nem vegezzuk el.

Példa: A, 10x100, A, 100x5, A, 5x50
koltség((A,A,)A,)=(10x100x5)+(10x5x50)=7500
koltség(A,(A,A,))=(100x5x50)+(10x100x50)=75000




/arojelezések vizsgalata

Zarojelezesek szama: Legyen P(n) az n matrix
zarojelezeseinek szama.

Hiiy=:1

Tegyuk fel, hogy ha n > 2, akkor a sorozatot a k-dik €s a

k + 1-dik eleme k6z6tt szetvagva a ket reszsorozatra a
zarojelezések szama egymastol fuggetlentl meghatarozhato
(k=1.....,.n—1)

Rekurziv formula:

Lihan=1,
Pin) = i |
i1 PlE)Plr = k), han =2

A megoldas nagysagrendje: Q(2")
Az dsszes lehetséges zarojelezés megvizsgalasa ("nyers ero”
modszerrel) nem hatéekony!



1. Az optimalis zarojelezes szerkezete

Optimalis megoldas a reszfeladatok optimalis
megoldasabol:

Keresslk azt az alkalmas optimalis reszstrukturat, mely
felhasznalhato a problema optimalis megoldasanak
letrehozasahoz a reszproblemak optimalis megoldasaibol.
Az optimalis zarojelezés szerkezete:

Jeldlje A;. ; az A;A;4; ... A; szorzat eredmenyeéet.

Ha i < j, akkor az optimalis zarojelezes két részre vagja a
sorozatot valamely A;. és Aj;.q matrix kozétt (i < £ < j)

Az A; ; matrixot megkapjuk, ha 6sszeszorozzuk az A; ;. €s
Ap11.; matrixokat;

Eﬂhlcsfi'g(;iaj) =1

koltseg(A; k) + koltseg(Agi1. ;) + koltseg(A; kAkt1.5)

[ A részsorozatok zardjelezésének is optimalisnak kell lennie! ] 8




2. Rekurziv megoldas

Részprobléma: A;A; . ... A; szorzat optimalis zardjelezése,
aholl <i< j <n.

Legyen m|i, j] az A; ; matrix szamitasahoz szukseges skalar
szorzasok minimalis szama.

Az A; 1 Ar41.5 szorzat szamitasanak koltsege a korabbiak
alapjan: p;,_1prp;

mli, j] szamitasa:

0. hat=13,
'1”["}'] — { = J

minj<p<iimli, k] + m[k + 1, j] + pi—ipgp;}, hai < j

Megjegyzeés: A k értékét ugyan nem ismerjuk, de csak j — i féle
ehel =23 1. j — 1, ezekbdl valasztjuk a legjobbat.



Optimalis koltseg szamitasa

A rekurziv algoritmus iddigenye exponencialis, nem jobb, mint
az 0sszes zarojelezes vizsgalata, viszont a réeszfeladatok szama
alacsony:

= ahany ¢, j par kielegitiaz 1 < : < j < n feltetelt:

n(n+1)/2 = 6(n?)

(az algoritmus egy-egy reszfeladattal tébbszor is foglalkozhat a
rekurzios fa klilénb6z6 agaiban)
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3. Alulrd

felfe

é tortend megkozelités

A tablazat kitéltéséneél fontos a sorrend:

j — i+ 1 db matrix m[i. j| 6sszeszorzasi koltsegenek
szamitasahoz csak j — 7 + 1-nél révidebb szorzatokat
hasznalunk:

b=g.t4 0 7 — 1 esetén

* A; pmatrixk—i:+1 < 7 — i+ 1 matrix szorzata,
® Agyq.; matrix j — k < j — i+ 1 matrix szorzata.

— az m tdmboét a szorzatok ndvekvo hossza szerint kell kitélteni.
Legyen s|i, j| az a k index, melynel az optimalis zarojelezes az
A ; szorzatot kettevagja.
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A | g() r|t MUS: MATRIX-SZORZAS-SORREND(p)

1. n+— hossz[p] —1

2. fori+— 1ton

3. domfi,i] 0
. forl—2ton

dofori—1ton—1+41

4

5

6. doj—i+i1—1
7 mli, j] «— oo

8 fork—itoj—1

9 do g — mi, k] + m[k + 1, j] + pi—1PkP;
10. if g < mli, j]

11 then m[i, j] — g

12, sfi,j] — k

13. return m és s

Input: p =< po,p1,...,pn >, rendre a p;_1 x p; dimenzioju A; matrixok meretei 12




Végrehajtas

* eloszoraz mli,:] =0 (z =1,2,...,n) hozzarendelés
végrehajtasa, azaz az 1 hosszU sorozatok szamitasa,

* majd az m|z, j| -re vonatkozo rekurziv egyenlet segitsegével
azmli,i+ 1] (¢ =1,2,...,n — 1) értékek meghatarozasa,
azaz az | = 2 hosszu sorozatok szamitasa,

* azmli.i + 2] (: =1,2,...,n — 2) ertékek meghatarozasa,
azaz az | = 3 hosszu sorozatok szamitasa,
* stb.

m/i, j| csak a korabban mar meghatarozott m[i. k| €s m[k + 1. j]
elemektdl fligg.

Futasidé: O(»?), mert 1, i, k ciklusvaltozok mindegyike
legfeljebb n értéket vehet fel. (valojaban Q(n?))
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/77 7/

Od

itasa

Az optimalis megoldas e
Az s tomb felhasznalasaval: s[i, j] az a k index, amely utan az
A; ; sorozatot vagjuk.
Algoritmus (pszeudokdéd):
OPTIMALIS-ZAROJELEZES-NYOMTATASA(S, i, j)

1. ifj =

2. thenprint " A"

3. elseprint " ("
4. OPTIMALIS-ZAROJELEZES-NYOMTATASA(s. 4. sli. j])
5.  OPTIMALIS-ZAROJELEZES-

NYOMTATASA (s, s[i. j] + 1, 5)

6. print 7 )"

Kezdeti ,h fvas: - ’ J_
OPTIMALIS-ZAROJELEZES-NYOMTATASA(s, 1, n)
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30x 35
35x 15
15x 5
5x 10
10x 20
20x 25

Pl.: As 5 részsorozat optimalis 6sszeszorzasa: po = 30, p1 = 35, p2 = 15, p3 = 5,
pa = 10, ps = 20, pg = 25

m[2, 2] +m[3, 5] + p1paps = 0+ 2500 + 35 x 15 x 20 = 13000
m[2,5] = min{ m[2,3] +m[4,5] + p1p3ps = 2625 + 1000 + 35 x 5 x 20 = 7125
m[2, 4] 4+ m[4, 5] + p1paps = 4375 + 0 4+ 35 x 10 x 20 = 11375

A hat matrix 6sszeszorzasahoz minimalisan m|[1, 6] = 15125 skalar szorzas kell.



A zarojelezés meghatarozasa rekurzivan
AL 6= (A1 A2 Az Ay As Ag)

Al A2 A3 A4 AS AS Al AZ A3 A4 AS AB

a1 A2 A3 Ad A5 A Al AZ A3 Ad ab L]

A1A2A3ALAsAs = ((Al (As As)) ((Ag As) Ag)) = ((A1 (A2 Ag)) ((Ag As) Ag))



Az A, ~szorzat optimalis kiszamitasa

Az utols® matrixszorzas:

Al..s[ljn]As[l,n]+1..-n,
A korabbi matrixszorzasok szamitasa rekurzivan:
* Ay ,u.n SZamitasakor vagas s(1, s[1, n|| mogott
* Agjin+1.., SZaMitasakor vagas s(s[1,n| + 1, n] elott
Rekurziv hivasok sorrendje:
=
([1,3]([1,1] — A1 — [2,3](]2,2] — A2 — [3,3] — A3 —))

4,6]([4,5]([4,4] — A4 — [5,5] — A5 —)[6,6] — A6 —))
Optimalis zarojelezés:

((A1(A243))((A4A5)A6))
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