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Bevezetés

Identifikacié: a dinamikus rendszerek paramétereinek
és modellstruktarajanak becslése

A dinamikus rendszerek paramétereinek becslése a rendszer- és iranyitaselmélet egyik
fontos feladatosztalya. Az iranyitasi feladatok megoldasahoz, szabalyozok és iranyita-
sok tervezéséhez, el6rebecsléshez és diagnosztikahoz az irdnyitasi cél ismeretén tulme-
néen ugyanis az iranyitando rendszer dinamikus modelljére is sziikség van, amelyet a
gyakorlatban a rendszerrél rendelkezésre allo elézetes mérndki ismeretek, valamint mért
adatok birtokdban meg kell hataroznunk, azaz identifikdlnunk kell. A modell alakjanak,

azaz strukturdjinak meghatarozasa az els6 lépés, ezt koveti a modell paramétereinek
becslése.

A paraméterbecslési probléma

A dinamikus modellek paramétereinek becslése elvi problémakitiizése az alabbi szab-
vanyos algoritmikus feladat forméjaban fogalmazhato meg.

MODELL PARAMETER BECSLES
Adott:

e Egy parametrizalt explicit dinamikus rendszermodell az alabbi formaban:
yM = M(z; p) (1)

ahol p™) € R¥ az ismeretlen modell paraméterek, z € R™ a fiiggetlen valto-
20k (jelen és multbeli bemenetek és kimenetek) és y™) € R* a fiiggs valtozok
(leggyakrabban a jovibeli kimenet) vektora. TODO: M micsoda?

e A mért adatok egy rekordja (id6tél fiiggs sorozata)

ahol feltételezziik, hogy az y(i) fiiggs valtozd értéke mérési hibaval terhelt, mig
az x(i) fiiggetlen valtozok értékét hiba nélkiil beallithatjuk.
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e Egy alkalmas ||.|| jelnorma, amellyel az y*) modell kimenet és az y mért ki-
menet kozotti kiillonbség nagysagat mérjiik, hogy megkapjuk a paraméterbecslés
josagat jellemzd alabbi veszteségfiiggvény értékét :

L=ly—y™) (3)

Feladat:
Szamitsuk ki a p™) ismeretlen modell paraméterek egy p™) becslését gy, hogy a

lly = y*"|] = min

veszteségfiiggvény minimalis legyen.

A dinamikus modellek paramétereinek becslésére bemenet-kimenet modelleket
hasznalunk, mert a rendszer jelei koziil csak a bemenetek és a kimenetek mérhetéek
kozvetleniil. Ebb6l a modellosztalybol a diszkrét idejt, idGinvarians, paraméterekben
linedris eset az, amely a paraméterbecslési modszerekkel jol kezelhets. A tankényv ro-
viden targyalja a modszerek kiterjesztésének kérdéseit és probléméit paraméterekben
nemlinearis és nem idGinvarians esetre is.

A dinamikus modellek paramétereinek becslése matematikai szempontbol egy olyan
paraméterbecslési feladat, amely megfogalmazhatd optimalizalasi feladat forméajaban
is. Igy a dinamikus rendszerek paraméterbecslési modszereinek elsajatitasahoz és si-
keres alkalmazasahoz tobb mas tudomanyag, a rendszer- és iranyitaselméleten kiviil a
matematikai statisztikai és az optimumszamitas, valamint a jelfeldolgozas alapfogal-
mainak és alapvetd modszereinek aktiv ismeretére van sziikség.

A tankonyv részeként kiilon fejezetben a targykoérhoz kapesolédo szamitdgépes gya-
korlatok anyaga is helyet kapott feladatok, és ezek megoldasat a rendszer- és iranyitas-
elméletben szabvanyosnak szamit6 MATLAB nyelvi script-ekkel megadd megoldasok
formajaban.

A tankony szerkezete

A tankonyv szerkezete jol kovethet6 a Tartalomjegyzék alapjan. A tankonyvben
targyalt témakorok két alapvets részre tagolodnak.

1. Torzsanyag (1. - 4. fejezetek)
A torzsanyag a sziikséges alapismeretek Osszefoglaldsat, a dinamikus modellek pa-
raméterbecslésének elvét és a predikcios hiba nagysaganak minimalizalasan ala-
pul6 modszereket, a legkisebb négyzetek elvén alapuld modszereket, valamint a
paraméterbecslési modszerek elméleti tulajdonsagainak targyalasat foglalja ma-
gaban. Fzen fejezetek szorosan egymaésra épiilnek, ismeretiik nélkiil a késGbbi
fejezetek nem megérthetGek.

2. Kiegészitd anyag (5. - 9. fejezetek)
A kiegészits anyag fejezetei az torzsanyag ismeretében onalldan, lényegében tet-
sz6leges sorrendben feldolgozhatoak, egyik-masik specidlis modszer elhagyasa
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nem befolyasolja 1ényegesen az egész témakor feletti attekintést. Ebben a részben
targyaljuk a Bayes becsléseket, a segédvaltozok modszerét, a nemlinedris rend-
szerek paramétereinek becslését, a dinamikus rendszerek paramétereinek rekur-
ziv becslését, valamint a paraméterbecslés gyakorlati kivitelezésével kapcsolatos
adatel6készitést, sziirést és kisérlettervezést. Itt kapott helyet a gyakorlat anyaga
és a példatar is.



1. fejezet

Alapismeretek

A sziikséges alapismeretek kore feloleli a valoszintiségszamitas és a matematikai statisz-
tika sziikséges alapfogalmait és tételeit a valoszintiségi valtozokrol, a statisztikai becs-
lésekr6l és hipotézisvizsgdlatrol, valamint a linearis regressziordl. Itt kapott helyett
a rendszer- és iranyitaselméleti modellek koziil felhasznalt diszkrét idejd, sztochasz-
tikus, linearis, allandé paraméterd input- output modellekkel kapcsolatos ismeretek
rovid Osszefoglalasa is.

1.1. Val6szintiségi valtozok és tulajdonsagaik

Egy véletlen kisérlet kimenetelével kapcsolatos mennyiségek jellemzésére valoszintisé-
gi valtozokat hasznalunk. Egy & valoszintiségi valtozo olyan fiiggvény, amely az x € ()
eseményhez valos szamot rendel. A ¢ diszkrét valoszintiségi valtozo, ha diszkrét ér-
tékeket vehet fel, folytonos valoszintiségi valtozo, ha értéke folytonos értékhalmazbol
szarmagzik.

1.1.1. Skalar értéki val6szintiségi valtozok

A ¢ valbszintségi valtozo skalaris, ha

£:¢(w), we, ¢w)eR (1.1)

1.1.1.1. Eloszlasfiiggvény

A & valoszintiségi valtozo F eloszlasfiiggvénye a valoszintiségi valtozod értékkészletét a
[0, 1] intervallumra képezi le:
Fe(z) = P(£ < 7) (1.2)

Az F¢ eloszlasfiiggvény monoton névekvs és minden pontban balrél folytonos, hatar-
értéke —oo-ben 0, co-ben 1.
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1.1.1.2. Strdségfiiggvény
A £ valoszintiségi valtozé valoszintiség stiriiségfiiggvénye

dF(z)

fe(z) = dr

1.1.1.3. Egyiittes eloszlas- és stirtiségfiiggvény
A £ és n valoszintiségi valtozok egyiittes eloszlasfiiggvénye:
Fep(z,y) =P ((§ <2)N(n<y))
Ha létezik a derivalt, az egyiittes stirtiségfiiggvény:
92
" Owdy
Adott Fg, és fe, esetén Fe(x) = F¢,(x,00), és

ff, Fﬁ,n(x7y)

o) = [ feolrty

1.1.1.4. Feltételes eloszlas- és stiriiségfiiggvény

Ha & és n diszkrét valoszintiségi valtozok: diszkret esetben letezik fe ., f,,7

Jen(@i,y))
Jem(@isy;) = P(§ = wiln = y;) = =
<l ’ ’ Fa(ys)
Ha ¢ folytonos valoszintiségi valtozo, B pedig egy tetszéleges esemény, akkor

Fe(z|B) = P(¢ < z|B) = P((fpé(;))ﬁ B)

Ha létezik a derivalt, a feltételes stirtségfiiggvény:

dFe(x|B)

felolB) = =

1.1.1.5. Normalis eloszlas
A € valoszintiségi valtozd normadlis vagy Gauss eloszlisu, jeldlésben
5 ~ N(mv 02)

ha a valtozo fe valosziniségi stirtiségfiiggvénye az aldbbi alaku:

1 _(;cf'm)2
fela) = == T

(1.3)

(1.10)

(1.11)

ahol m a ¢ valoszintségi valtozd wvdrhatd értéke és o a szdrdsnégyzete. Mind m mind
o? valos szamok. Az egydimenzids normalis eloszlas stirtiségfiiggvénye a 1.1. &bran

lathato.
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1.1. abra. Egydimenzios Gauss eloszlas stirtiségfiiggvénye m = 0, o0 =7 értékek mellett
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1.1.1.6. Varhato érték

Az fe stirtiségfiiggvényd £ valoszintiségi valtoz6 varhato értékét a

E{e} = /xfg(x)dx | (1.12)
integral kiszdmitasaval kaphatjuk meg.

1.1.1.7. Kovariancia és variancia

Két skalar értéki valoszintiségi valtozo & és 6 kovariancidjdt az alabbi egyenlet defini-
alja:

COVAE, 0} = E{(¢ — E{})(0 — E{0})} (1.13)
A € skalar értékd valoszintiségi valtozo variancidja pedig a valtozd énmagaval vett ko-
variancidja, azaz

o {€} = COV{E, &} = B{(s - E{&})"} (1.14)

1.1.2. Vektor értéki valdszintiségi valtozdk

Tegyiik fel most, hogy a & valoszintiségi valtozo vektor értéki, azaz
£ fWw), wen, fw) eRr: (1.15)

Ekkor m € RM varhato értéke is egy valos vektor, az § varianciadja pedig egy valos
elemi négyzetes matrix, az un. kovariancia mdtriz:

COV{e} = B{(¢ - B{¢})(€ — E{D)"} (1.16)

Fontos megjegyezni, hogy a kovariancia mdtrizok pozitiv szemidefinit szimmetrikus
mdtrizok, azaz
ACOV{E}2>0 |, VzeRH

Egy vektor értékd valoszintiségi valtozo fe valoszintiségi stirtiségfiiggvénye egy skalar-
értékd tobbvaltozos fliggvény:
fe : R — R

A normalis vagy Gauss eloszlasi m varhato értéki és ¥ kovariancia matrixa valo-
szintiségi valtozo

£ ~ N(mY) (1.17)

egy olyan valoszintiségi valtozokbol allo vektor, amelynek minden &;,7 = 1, ..., u kom-
ponense egy normaélis eloszlast skalar értéki valoszintiségi valtozo.

Fontos megjegyezni, hogy a (m,¥) par a tobbdimenzios Gauss eloszlasnak egy ele-
gendd statisztikaja, azaz ezek ismerete sziikséges és elegendd, hogy teljesen leirjuk az
eloszlasfiiggvényt.

A két dimenzios normaélis vagy Gauss eloszlas siiriiségfiiggvényének képe a 1.2. ab-
ran lathato.
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1.2. dbra. Kétdimenzids Gauss eloszlas sirtségfiiggvénye m = 0, X =71 értékek mellett
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A normélis eloszlas egyik legfontosabb tulajdonsiga az onreprodukdlo tulajdonsdg.
Ez azt jelenti, hogy tetszGleges paraméterd fiiggetlen normalis eloszlast valoszintisé-
gi valtozok tetszlleges linearis kombinacioja is normalis eloszlast valoszintiségi valtozo
lesz.

1.1.3. Normalis val6szintiségi valtozdk linearis transzformacidja

Legyen adott egy &(w) € R™ vektor értékii valoszintiségi valtozo. Ezt a valtozot a
T € R™"™ nemszingularis négyzetes transzformaciés matrix alkalmazasaval transzfor-
maéalhatjuk a kovetkez&képpen:

n="T¢ (1.18)

Ekkor a transzformécié eredményeképpen kapott 1 valészintiségi valtozonak az alabbi-
ak a paraméterei:

E{ny =TE{(} , COV{n} =TCOV{TT (1.19)

Ha a & valdszindségi vdltozo N(mg, X¢) normdlis eloszldst volt, me vdrhatd értékkel
és X¢ kovariancia mdtrizszal, akkor n transzformdlt valoszindségi vdltozo is N(my,, 3,)
normdalis eloszlasu lesz, ahol

my=Tme , ¥, =T%ST"

1.2. Statisztikai becslések és tulajdonsagaik

1.2.1. Statisztikai becslések

A statisztikai becsléseket valoszintiségi valtozok eloszlasa jellemzGinek vagy statisztikai-
nak (példaul varhato érték, szoras) meghatarozasara hasznaljuk a valtozokra vonatkozo
meérési eredmények felhasznalasaval.

Egy & valoszintiségi valtozora vonatkozé mérések halmazat egy igynevezett mintd-
ban gyftjtjiik Gssze,

S(f) = { 517 527 Ty Sn } (120)
amelynek &, ¢ = 1,---  n fiiggetlen és azonos eloszlési elemei a kdzos & valoszini-

ségi valtozobol szarmaznak. A mintaelemek egy ¢ fiiggvénye a kozos eloszlas egy @
statisztikdjanak egy becslése

o &, &y o &) (1.21)

Fontos megjegyezni, hogy a ¢ becslés maga is eqy valosziniiségr vdltozo.

Egy ® statisztika ¢ becslése torzitatlan, ha E(¢) = ®. Egy ® statisztika ¢ becslése
hatdsos, ha az 6sszes lehetséges torzitatlan becslések koziil a lehets legkisebb szorast.

A gyakorlatban el6fordulé legfontosabb becslések az alabbiak:

1. mintakozép (M) a varhato érték becslésére

Z?:1 ét

n

m = E{¢} ~ M{5(¢)} = (1.22)
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2. korrigalt empirikus szorasnégyzet (s*) a szorasnégyzet becslésére, amely skalar
értékd valoszintiségi valtozokbal all6 mintara:

" (& — M)?

0_2 ~ 82{5(5)} — Zz:1(§ )

n—1

(1.23)

1.2.2. Hipotézisek tesztelése

A statisztikai hipotézisek tesztelése a matematikai statisztika egyik alapfeladata annak
meghatarozasara, hogy vajon egy megadott relacié vagy allitds érvényes-e egy valoszi-
niiségi valtozora vagy valtozokra.

A hipotézis tesztelés feladatkitiizését és a tesztelés elvi menetét az alabbiakban is-
mertetjiik egy skalar értékd normaélis eloszlast valoszintségi valtozé varhatod értékére
vonatkoz6 legegyszertibb hipotézis példajan.

HipOTEZIS TESZTELES
Adott:

e egy statisztikai minta a (1.20) egyenlet szerint,
e cgy hipolezis, amely a mintdban szerepld valoszintiségi valtozok egy statisztika-
jara vonatkoz6 allitas, példaul
Hy : m=my (1.24)
ahol mg egy adott allando6, az m varhato érték mint statisztika feltételezett értéke,

o feltételezés a mintaelemek kézés valdsziniségi vdltozojanak eloszldsdra vonatko-
zoan, példaul normalis eloszlastu ismert Y kovariancia matrixszal,

o egy szignifikancia szint 0 < e < 1 amely egy valészintiség jellegii megbizhatosagi
mutat6, amely szinten szeretnénk tesztelni a hipotézist.

Keérdés:

Igaz-e a Hy hipotézis a € szignifikancia szinten az S(£) mintaban szereplé mintaelemek
(mérések) alapjan?

A megoldds elvi lépései:

A hipotézis tesztelése altalaban az alabbi harom, egymast kovets 1épésben torténik.

1. Kiszamitjuk a hipotézis reldacioban szerpld statisztika eqy becslését, a varhato érték
becslésére példaul az M mintakozepet a (1.22) egyenlet szerint.

2. Konstrudlunk egy normalizdlt ismert eloszldsi valdszindségi vdltozot a fenti becs-
lésbdl és a hipotézis tesztelési feladat eqyéb adataibol, példankban ez

L M{S©}—m,

g

~ N(0,1) (1.25)

3. Osszehasonlitjuk a kiszémitott normalizdlt ismert eloszldsi valdszindségi vdltozd
mintdbol becsilt értékét az un. kritikus értékével (példinkban ue.;;), amelyet a vo-
natkozo statisztikar tabldzatban taldlhatunk meg az adott € szignifikancia szintet is
figyelembe véve. Ha u < uey akkor elfogadjuk, eqyébként elvetyiik a hipotézist.
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1.3. Linearis regresszié és a becsiilt paraméterek sta-
tisztikai tulajdonsagai

1.3.1. Paraméterbecslés linearis regressziéval

A gyakorlatban sokszor fordul el6 az az eset, amikor a mérési eredmények, azaz a
statisztikali minta elemei nem egy kozos valoszintiségi valtozobol szarmaznak, hanem
valamely z; ismert determinisztikus valtozoktol fliggs, de véletlen, azonos eloszlasi és
fiiggetlen mérési hibaval terhelt mért értékekekkel ™) rendelkeziink. Ez esetben a
valtozok kozotti determinisztikus, leggyakrabban linearis fiiggvény paramétereit line-
aris regresszioval becsiilhetjiik meg. A linearis regresszié az eltérések négyzetosszegét
minimalizélva &llitja eld a becslést a kivetkezs feladatspecifikicio alapjéan.

PARAMETEREKBEN LINEARIS MODELLEK PARAMETEREINEK LEGKISEBB NEGY-
ZETES BECSLESE

Adott:
e BEgy paraméterekben linearis determinisztikus modell
y = M(z,p) = 2"p (1.26)

amelyben p € R™ az ismeretlen modell paraméterek, a determinisztikus fiiggetlen
valtozok x € R™* matrixa és az y™) € R vektor értéki fiiggs valtozo.

e Az m (m > p) mérésbdl allo mért értékek halmaza (y(i),xz(i)) i = 1,...,m,
amelyet az alabbi alakd mérési vektor-matrix formaba rendeziink:

Y = Xp, (1.27)
ahol
y(1) I;(l)
Y = ?(2) , X = x ) : (1.28)
y(m) z’(m)

ahol Y € R¥™ és X € RW™>n Az y(i) mért értékek mérési hibdval terheltek.
e Egy L veszteségfiigvény
Lp) = (Y = Xp)"W(Y — Xp) (1.29)
ahol W € RWmx(wm) ooy alkalmas pozitiv definit silymdtriz.
Feladat:

Szdmitsuk ki a p paraméterek egy p becslését gy, hogy az L veszteségfiiggvény mini-
maélis legyen.
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Modszer:
A p paraméterek legkisebb négyzetes (LS) becslése az alabbi alaki:

(XTWX)p=XT"WY or p=(X"WX)'XTWY (1.30)

A fenti feladattal és modszerrel kapcsolatban néhany fontos megfigyelést és meg-
jegyzést tehetiink.

1. Az esetek donté tobbségében feltételezziik, hogy mért fiiggs valtozok értékét ad-
ditiv, nulla vdrhato értékd mérési hiba terheli, azaz

yi@) = yM@E) +e , i=1,---,m (1.31)
E{e;} = 0, (1.32)

ahol y™) (i) = M(z(i),p) a rendszer M modell szerinti kimenete az i. mérési
pontban. Ha ezen tilmenGen az egyes mérési hibak eqymdstol statisztikailag fiig-
getlenek es azonos normadlis eloszldsiuak Y. kovariancia mdtrizszal, akkor a mért
értékek eloszlasa is normalis lesz:

y(i) ~ Ny (), %) (1.33)

2. A fenti sulyozot legkisebb négyzetes becslési probléma megadasanal legnagyobb
problémat a stilyok meghatarozasa okozza. Az (1.29) egyenlet szerinti L veszte-
ségfiiggvény W silymétrixat arra hasznéljuk, hogy az egyes mérési pontokban
észlelhetd eltérést a megfeleld sillyal vegye figyelembe. Ha bizonyos mérési pon-
tokat megbizhatatlanabbnak itéliink mésoknal, azaz az ott tapasztalhatdo mérési
hibdnak nagy a variancidja, akkor ezekhez kisebb siilyt kell rendelniink. Ezek
alapjan a stulymatrix egy kézenfekvs vélasztasa, ha azt a mérési hibak ismert
vagy becsiilt kovariancia matrixabél a kévetkezéképpen konstrualjuk meg:

W = diag(X7', 200 80, (1.34)

€

Megyjegyezziik, hogy a fenti inverz mindig létezik, hiszen a kovariancia matrixok
pozitiv definit matrixok.

1.3.2. A regresszioval kapott paraméterek tulajdonsagai

Ezt at kell nezni!! pl. T nem szingularis Az (1.30) becslési egyenletet tekinthetjiik agy
determinisztikus matrixszal:

T=(X"WwXx)'x" (1.35)
és a transzforméacié eredménye a paraméterek becslésére konstrualt p valoszintiségi val-
tozo. Ennek alapjan meghatarozhatjuk a p becslés varhato értékét és szorasat a (1.19)
egyenlet alapjan:

COV{p} =T COV{Y}T" (1.36)
Ha a mérési hibdk normdlis eloszldsiuak nulla varhato értékkel és A, kovariancia mdt-
rizszal, valamint a (1.29) veszteségfiigguény egyenletbeli sulymdtrizot az (1.34) egyenlet
szerint vdlasztottuk meg, akkor a p becslés az aldbbi tulajdonsdgokkal rendelkezik:
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o A becslés normdlis eloszldsi.
o A becslés varhatd értéke E{p} = p, tehdt a becslés torzitatlan.

o A becslés kovariancia mdrtiza

covipl = (XTWwXx)™! (1.37)

o A becslés eqy maximum likelithood vagy legnagyobb valdsziniségd becslés, és igy
eqy hatdsos optimadlis becslés

1.4. Diszkrét idejti input-output modellek

1.4.1. Diszkrét ideji fehérzaj folyamat és a beléle szarmaztatott
sztochasztikus folyamatok

A dinamikus rendszerek paramétereinek becslése szempontjabol a diszkrét idejd szto-
chasztikus folyamatok valoszintiségi valtozok (végtelen) sorozataként tekinthetGek. Eb-
ben a pontban csak skalar értéki diszkrét ideji sztochasztikus folyamatokkal foglalko-
zunk, de a fogalmak és az eredmények altalanosithatoak vektor értéki folyamatokra is
a valoszintiségi valtozoknal a 1.1 pontban megismert méodon.

Egy {e(k)}k = —o0™ diszkrét idejii sztohasztikus folyamat, amelynek e(k) elemei
valoszintiségi valtozok minden k-ra. Diszkrét idejd fehérzaj folyamatrol beszélink, ha
elemei fiiggetlen, azonos eloszlastu valoszintiségi valtozok.

A diszkrét idej fehérzaj folyamat stacionarius. Altalaban feltételezziik, hogy var-
hato érték fiiggvénye azonosan nulla minden idgpillanatban, azaz m(k) = 0. A diszkrét
ideji fehérzaj folyamat r(k) kovariancia fiiggvénye a kévetkezd:

o k=0
r(k) :{ 0 k=+1,42 .. (1.38)

Fontos megjegyezni, hogy a fenti kovariancia fiiggvény, azaz a sztochasztikus folyamat
elemei paronkéni kovariancidjanak nulla volta csak normadlis eloszldsi fehérzaj folyamat
esetén biztositja az elemek fiiggetlenségét.

Az {e(k), k=...,—1,0,1,2,...} diszkrét idejii fehérzaj folyamatbol szarmaztat-
hato az tgynevezett mozgd dtlag (moving average, MA) folyamat a kdvetkezGképpen:

y(k) = e(k) + bre(k — 1) + - + by,e(k —n) = B*(q¢"")e(k) (1.39)

A MA folyamat varhato érték és autokovariancia fiiggvénye az alabbi egyszerti médon
szamithato:

my(k) =0, 1,(0)=1+b +--+b

ny?

Tyy(1) = by + biby + - - + by_1by,,



1. FEJEZET. ALAPISMERETEK 18

Az autoregresszids (AR) folyamat szintén egy { e(k), k=...,—1,0,1,2,...} diszk-
rét ideji fehérzaj folyamathol szirmaztathaté az alabbi egyenlet szerint:

A (g Ny(k) = y(k) + ary(k — 1) + - + an,y(k — na) = e(k) (1.40)

Az autoregresszids - mozgddtlag folyamat kiilsé jellel (ARMAX folyamat) a fenti két
folyamat linearis kombinécidja, azaz

A" (g y(k) = B* (¢ "u(k) + C* (g e(k) (1.41)
az A*(¢7Y) = 1+ a1q”' + an,qg ™, B*(¢7Y) = by + bigt + bp,q ™, C*(¢7Y) =
14+ 17! + ¢,,q¢ ™ polinomokkal.

1.4.2. Diszkrét ideji determinisztikus input-output modellek

A linearis id@invarians egybemenetii-egykimenet (SISO) rendszerek dinamikus
bemenet-kimenet modelljének altalanos alakja az alabbi magasabbrendd differencia
egyenlet alakjaban irhato:

y(k) +ary(k — 1) + ... + an,y(k — ng) = bou(k —d) + ... + by, u(k — d — ny)

ahol d = n, — ny, az agynevezett holtidd, n, és n, a modell rendje, y(k), u(k) a diszkrét
idejii rendszer kimenete illetve bemenete. A fenti egyenlet kompakt formaja az

A*(q y(k) = B*(q"ulk — d) (1.42)
egyenlet, ahol A*(q71), B*(¢™1) a ¢! visszafelé hato eltolasi operator (backward shift

operator) polinomjai.

1.4.3. Diszkrét ideji sztochasztikus input-output modellek

A lineéris idGinvarians egybemenetii-egykimenetii (SISO) rendszerek sztochasztikus
bemenet-kimenet modelljének altalanos alakja a fenti determinisztikus modell és egy
ARMA folyamat kombinacioja, egy tgynevezett autoregresszids-mozgo dtlag folyamat
kiilsd jelsorozattal (ARMAX process), azaz képletben

A" (g Ny(k) = B (g )u(k) + C*(q7")e(k) (1.43)
az aldbbi polinomokkal:

A =14aigt + - +an,q ", (1.44)
B (q™") =bo+bigt+ -+ byq ™, (1.45)
C*qg™h) =14aq '+ +eng ™ (1.46)



2. fejezet

A dinamikus modellek paraméterbecs-
lésének elve, a predikcids hiba
nagysaganak minimalizilasan alapul6
modszerek

A dinamikus rendszerek input-output modelljei felfoghatéak tgy is, mint a jévendébeli
kimenetek becslésére hasznalhato formulék, hiszen a bemenetek ismert jelek, szabadon
megvalaszthatoak. A predikcios hiba ezutan a modellel josolt és a valédi mért kimenet
érték valamilyen kiilonbsége, amely maga is jelsorozat. A predikcios hiba minimalizala-
san alapul6 paraméterbecslési modszerek ezen predikcios hibajel valamilyen normaban
mért nagysagat minimalizaljak.

2.1. A predikciés hiba

2.1.1. Prediktiv input-output modellek

A dinamikus modellek paramétereinek becslésére bemenet-kimenet modelleket haszna-
lunk, mert a rendszer jelei koziil csak a bemenetek és a kimenetek mérhetéek kdzvet-
leniil.

2.1.1.1. Linearis idSinvaridns egybemenetii-egykimenetd rendszerek

Egy bemenet-kimenet modell felfoghato gy is, mint a jovendébeli kimenetek becslésére
hasznalhato formula, hiszen a bemenetek ismert jelek, szabadon megvéalaszthatoak. A
modelleknek ezt az alakjat prediktiv input-output modellnek nevezziik. Lineéris id6in-
varidns egybemenetii-egykimeneti rendszerek bemenet-kimenet modelljének prediktiv
alakja az alabbi:

g(k|0) = Wy(q™", 0)y(k) + Walg™", 0)u(k) (2.1)

A fenti egyenletbeli W, (¢!, 0) és W,(q™',0) tényezsk Ggynevezett linedris szirdk, a
q~! visszafelé hato eltolasi operator raciondlis tortfiiggvényei és a 6 vektor tartalmazza
az allando, ismeretlen, becsiilni kivant paramétereket.

19
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Nézziik meg, hogy a diszkrét idejid linearis idGinvaridns egybemenetii-egykimenet
sztochasztikus rendszerek altalanos alaki bemenet-kimenet modellje, a

A(q y(k) = B*(q" " u(k) + C*(q" " )e(k) (2.2)

kifejezés, hogyan hozhaté erre a fenti prediktiv alakra.
El6szor kifejezziik az e(k) kimeneti rendszerzajt az (2.2) egyenletbdl:

e(k)=H (¢ ", 0)y(k) — H (¢, 0)G(q", O)u(k) (2.3)
ahol
0 = G 6l 0) = G (2.4)

A kimenet becsiilt értéke y(k|6) ezutan
G(k|0) = y(k) —e(k) = (1 = H (¢, 0))y(k) + (H(¢~",0)G(q™", 0))u(k)

amibdl a képletek Osszehasonlitasaval lathato, hogy

Waula™,0) = H'(¢7.0)G(q".0) = 583

Fontos megjegyezni, hogy a fenti sziirGk az altalanos esetben végtelen rendiiek, azaz
viszamendleg végtelen sok mért bemenet-kimenet parra lenne sziikség a pontos sziirés-
hez. A gyakorlatban ezek véges hosszisagira csonkolt alakjaval dolgozunk. Vannak
azonban olyan rendszerosztalyok, amelyeknél a prediktiv alak véges rendt, ezt mutatja
az alabbi példa.

2.1.1. Példa. ARX modellek prediktiv alakja

Tekintsiik a legegyszertibb esetet, amikor az altalanos (2.2) ala-
ka input-output modellben a mozgoatlag tag nulla, azaz a ki-
meneti rendszerzaj fehér. Ebben az esetben C*(¢7') = 1. Ekkor
H™Y(q™',0) = A*(¢™") és gy

Wylg 0 =1-A"(¢"") , Wula"0)=B"(") (2.5)

Hz[alag ... Gy bobl bm}T , N>n+m (26)

2.1.1.2. A mért érték sorozat

A gyakorlatban mindig véges mérési sorozat all rendelkezésiinkre a rendszer bemenet-
kimenet parjairél egymast kovets ekvidisztans idGpillanatokban, amelyeket az tgyne-
vezett mért érték sorozatba vagy mérési rekordba rendeziink:

D[1,N] = DN = {(y(k),u(k)) | k=1,...N} (2.7)
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2.1.1.3. Nemlineiris idSinvarians egykimenetd rendszerek

Nemlinearis idGinvarians egybemenetii-egykimenet rendszerek prediktiv alakjanak
meghatéarozasahoz a lineéris eset (2.1) egyenletét altalanositjuk a kovetkezSképpen:

Q(k’@) - g(kv D[17 k — 1]; 0) (28)

ahol ¢(.) adott nemlinearis skalar értékt fiiggvény, a nemlinearis bemenet-kimenet mo-
dellbél szadrmaztathato.

A nemlineéris idGinvarians egykimeneti rendszerek egy fontos specialis osztalya az
ugyevezett paraméterekben linedris rendszereké. Ez esetben a fenti (2.8) egyenlet az
alabbi specialis alakot 6lti:

§(k|0) = 07 g* (k, D[1, k — 1]) (2.9)

ahol g*(.) adott nemlinearis vektor értéki fiiggvény.

2.1.2. Példa. Egy egyszerli paraméterekben linearis nemlinedris
idGinvarians egykimeneti rendszer

Tekintsiink egy paraméterekben linearis ARX esetet, amikor a ki-
meneti rendszerzaj fehér.

y(k) = a1y (k — 1) + bou*(k) + e(k) (2.10)

A fenti egyenlet konnytiszerrel atirhaté az altalanos (2.9) alakra az
aladbbi megfeleltetésekkel

0 =la1 bo]" . §(k|O) = y(k) — e(k) (2.11)
Megjegyezziik, hogy segédvaltozok
(k-1 =z2(k—-1) , u*(k)=wk) (2.12)

bevezetésével a modell teljesen ARX alakra hozhato.

2.1.1.4. A predikci6s hiba

Tételezziik fel, hogy adott egy linearis vagy nemlinearis prediktiv modell 6, paramé-
terekkel. Ekkor elGallithato a predikcids hiba sorozat a modellbdl és a mért érték
sorozathol az alabbi médon:

e(k,0,) = y(k) — 9(k|6.) , k=1,...,N (2.13)
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2.1.2. A paraméterbecslés elve

Egy paraméterbecslési modszer a mért érték sorozatbol elGallit egy becsiilt paramé-
ter vektort, azaz formaélisan egy leképezés a mért érték sorozatok terébdl a becsiilt

paraméter vektorok terébe: )
DY — Oy (2.14)

n

Egy modell "jo", azaz a becsilt paraméterek "jok", ha a (2.1) predikcids hibdk "ki-

cstk”.

A paraméterbecslés elve

Az ismert DY mért érték sorozatbdl kiszdmithatjuk az e(k,0) becslé-
st hibdt a (2.13) egyenlettel. A k = N iddpillanatban vdlasszuk meg
a becsiilt On paraméter vektort igy, hogy a e(k, éN), k=1,...,N
predikcios hibdk a lehetd legkisebbek legyenek.

2.1.3. A predikciés hiba nagysaga

Mint az mar az el6z6ekbdl is latszik, az e(k, §) predikcios hiba még egykimenet rend-
szereknél is egy véges N hosszisagu sorozat, tobbkimenet esetben vektorokbol allo
sorozat. Igy a predikcios hiba nagysaganak jellemzésére a vektornormakbol altalanosi-
tott valamely jelnormat kell hasznalnunk.

2.1.3.1. El@sziirés

A predikcios hiba eldszirésére akkor van sziikség, ha a predikcios hibasorozat tagjai
korreldltak, azaz nem tekinthetdk fehérzajnak. Ekkor egy L(g™') stabil linearis sziirt
alkalmazunk a paraméterbecslés el6tt, amellyel elGallitjuk az

ep(k,0) = L(g Ne(k,0) , k=1,...,N (2.15)

szirt predikciés hiba sorozatot.
A lineéaris sziir6t a predikcios hiba empirikus autokorrelacios fiiggvénye alapjan cél-
szerti megvalasztani gy, hogy

LigYH)=1+4+hLqg 4+ 41q (2.16)

ahol [; az i-edik autokorrelacios egytitthatd. A szlir§ akkor stabil, ha a fenti polinom
gyokei a komplex egységkoron beliil vannak.

2.1.3.2. A norma megvalasztasa egykimeneti esetben

A predikciés hiba vagy a sziirt predikcios hiba nagysagat az alabbi altalanos jelnorma-
val mérjiik:
| N
Ny
Vv (0, D7) = + > Uk, 6)) (2.17)

k=1
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ahol /(.) egy porzitiv skalar értéki fiiggvény.
Az U(.) legegyszeribb és legelterjedtebb megudlasztdsa a négyzetes jelnormas:

1
l(e) = 552 (2.18)
Ezzel az egyes id6pontokban mért predikcios hibakat egyenld sillyal vessziik figyelem-

be.

Az iddben silyozott jelnorma alkalmazasa akkor célszert, ha bizonyos id6pontokhoz
tartoz6 mérések nem egyenlé mértékben pontosak vagy megbizhatoak. Ilyen esetben
egy B(N, k) id6tol fiiggs sulytényezs sorozatot hasznalunk:

Viy(0, DY) = =" B(N, k)l(=(k, 0)) (2.19)

| N
N

k=1
2.1.3.3. A norma megvalasztasa tobbkimeneti esetben

To6bbkimenetii esetben a predikcids hiba sorozat egy vektor értéki jelsorozat, igy mar
maga az {(¢) norma is vektornorma. A legegyszeriibb, id6ben stilyozatlan esetben egy
pozitiv definit szimmetrikus négyzetes p x p A métrixszal (ahol p a kimenetek szama)

elgallithatjuk a sziikséges

le) = %&tTAla (2.20)

altalanositott négyzetes jelnorméat, amelyet ugyanigy hasznalhatunk a (2.17) egyen-
letben a predikcios hiba nagysaganak kiszamitésara, mint a skalar esetben a (2.18)
normat.

2.1.3.4. A paraméterbecslés, mint optimalasi feladat

Ha megfelelGen megvalasztottuk a predikcios hiba vagy a sziirt predikcios hiba nagy-
sdganak mérésére szolgalo normat az (2.17) alakban, akkor az ott szerepls Vi (6, DY)
érték egy jol meghatarozott érték minden adott 6 paraméter vektor és DV meért ér-
ték sorozat esetén. Igy az altalanos paraméterbecslési feladat az alabbi optimalizalasi
feladat forméajaban fogalmazhato meg:

Az altalanos paraméterbecslési feladat

Az ismert DN mért érték sorozatbdl és a 0 paraméter vektor értéké-
b6l kiszamithatjuk a Vi (0, DV) norma értéket a (2.17) egyenlettel.
A k = N iddpillanatban vdlasszuk meg a becstilt O paraméter vek-
tort gy, hogy

~

On = Oy (DV) = arg min Vy (6, DY) (2.21)




3. fejezet

A legkisebb négyzetek elvén alapul6
modszerek

A legkisebb négyzetes hibaju (LS=Least Squares) paraméterbecsls eljarasokat a négy-
zetes hibakritériumbol kiindulva szarmaztathatjuk, vagyis gy, ha a predikcios hiba
négyzetét minimalizaljuk.

A predikciés hiba minimalizaldsan alapulé modszerek koziil a legegyszertibb, és
egyben a gyakorlatban legelterjedtebb modszer a legkisebb négyzetek elvén alapulo
paraméterbecslés. A négyzetes kritérium mellett sok elméleti és gyakorlati érv szol,
igy példaul: konnyen kezelhets analitikusan, fizikailag jol interpretalhato (pillanantyi
teljesitmény, energiatartalom stb.) és nem utolsé sorban az ilyen kritérium alapjan
szarmaztatott becslg konnyen megvalosithatd. A modszer ismertetése mellett targyal-
juk a paraméterbecslés aszimptotikus tulajdonsagait is.

3.1. A legkisebb négyzetes hibaji becsl6k szarmazta-
tasa altalanos esetben

A legkisebb négyzetes hibaju becslés feladata a kovetkezéképpen fogalmazhato meg: a

mérendd rendszer ismeretlen 6 paramétervektoranak olyan 6 becslését keressiik, amely

mellett a rendszerrdl nyert megfigyelés (y) és a prediktiv modell kimend&jelének ()
négyzetes eltéréseként definialt hiba

Vi (0, DN) = %Z% 5(k|6)) (3.1)

k=1

minimalis lesz. Az altalanos esetben azt feltételezziik, hogy a keresett paramétervektor
OT: [91 62 Hm]

m dimenzios, az
y' =) y(2) ... y(N)]
N dimenzio6s vektor, valamint hogy prediktiv modelliink a kévetkez6 alaki:

y(k|0) = f(0,F) (3.2)

24
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Az N db megfigyelésen alapuld négyzetes hiba tehat a kovetkezo:

VN(HvDN> Y

N

v S k) — 70, 0)F (33

k=1

amely a paramétertérbsl (R™) a valés szdmok halmazaba (R) képezd figgvény. E
fliggvény minimuméhoz tartozd paramétervektort szeretnénk megkeresni, amely a leg-
kisebb négyzetes becslést szolgaltatja. A fliggvény szélsGértéke ott lehet, ahol minden
parcialis derivaltjanak értéke 0 (a megtalalt szélsGérték pedig mindenképpen minimum
lesz a hibakritérium négyzetes alakja miatt). Tehat a kovetkezd egyenletrendszert kell
megoldani 6-ra:

§ 2~ ) L =0 =t 6.4

A megoldas bonyolultsaga nyilvan jelentds mértékben fiigg az f(k, 0) fiiggvénykapcso-
lattol, annak is a f-ra vonatkozo6 részétdl.

Paraméterekben nemlinearis modell esetén a fenti egyenletek is nemlinearis fiigg-
vényei lesznek a keresett paraméternek. Errdl részletesebben a 6. fejezetben lesz szo.
Analitikus megoldasuk altalaban komoly nehézségekbe iitkozik. Sok esetben a legcél-
ravezet6bb valamely numerikus, iterativ modszer alkalmazasa.

3.2. A prediktiv modellek paramétereinek becslése li-
nearis regressziéval

Az altalanos eset vizsgalata utan a kovetkezdkben tételezziik fel, hogy a megfigyelések
a becsiilend6 paramétervektor linearis fliggvényei, tehat paraméterekben linedris mo-
dellel van dolgunk. Latni fogjuk, hogy linedris modell esetén az LS becslés egyszeriien a
megfigyelések linearis fiiggvényeként hatarozhaté meg. Az egyszerd megvalosithatosag
miatt ezért sok esetben akkor is célszeri a linearis modellel valé kozelitést alkalmazni,
ha val6jaban nemlinearis esettel allunk szemben.

Az el6z6 fejezetben targyalt diszkrét ideji idGinvaridns dinamikus modellek predik-
tiv alakja egy kimenet esetén a paraméterbecslés érdekében felirhato az alabbi para-
méterekben linearis alakban

G(k|0) = 0" p(k) (3.5)

ahol ¢(.) az tgynevezett regresszor. 6 itt is a becsiilni kivant allandé modellparamé-
terek vektora, a o(.) regresszor pedig a mért adatokat tartalmazza.
A predikcios hiba a megfigyelt érték és a regresszios modell kimenetének kiilonbsége:

e(k,0) = y(k) — 0" (k) (3.6)

A minimalizaland6 kritériumfiiggvény pedig

[y(k) — 6T (k)] (3.7)
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Elvégezve a parcialis derivalasokat a paramétervektor elemei szerint, a kovetkezd egyen-
letrendszer adodik:

3 2 (E) [u(k) = " (k6] =0 (3.
Ebbdl kapjuk:
5 S eEyk) = 1 S ek (16 (3.9)

aminek megoldasa #-ra adja az LS- vagy LKN-becslést:

ek k) (3.10)

1 N
k=1

OLs = l% > olk)e” (k)

k=1

3.2.1. Példa. ARX modellek paramétereinek LKN becslése

Tekintsiik a legegyszeriibb esetet, amikor az altalanos (2.2) alaka
input-output modellben a mozgoatlag tag nulla, azaz a kimenet:
rendszerzaj fehér. Ebben az esetben a modell prediktiv alakja az
alabbi

y(k) = —ary(k — 1) —agy(k — 2) - -+ — apy(k — n)+

3.11
+ bou(k) + - - + bpu(k —m) (3-11)
Ennek megfelelGen a paramétervektor:
0 = [—a1 —ag ... — Qp b() b1 bm]T (312)
a regresszor pedig:
Ey=yk—1) ylk—2) ... ylk—n
p(k) = [y(k=1) y(k=2) ... y(k—n) (3.13)

w(k) wk —1) ... u(k —m)]"

3.3. A becslés tulajdonsagai

Sajnos az LKN-becsléssel az (3.10) egyenlet alapjin kapott becslés tulajdonsdgait nem
szamithatjuk ki a linedris regressziondl a 1.3.2 pontban megismert mddon, mert a p(k)
regresszor vektorban szerepld jelek kozott a kimenet mért értékei is szerepelnek, ezért
ezek nem tekinthetdek determinisztikus (dltalunk tetszélegesen bedllithatd) értékeknek.
Ezaltal az egyes y(k) mért értékeket még ARX modell esetén sem csak fiiggetlen fehér
mérési hiba terheli a determinisztikus modellhez képest. Igy a becslés tulajdonsagainak
vizsgalatdhoz més utat kell valasztanunk.
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Tételezziik fel, hogy a megfigyelt bemenet-kimenet értékeket ténylegesen egy
y(k) = 0 (k) + vo(k) (3.14)

modellel leirhaté rendszer allitja el§ valamely {vg(k)} hibasorozattal. A hiba ez eset-

ben a mérési hiba és a modellezési hiba Gsszege, azaz a (3.14) egyenlet pontos alakja

kiilénbozhet a valosagos rendszer viselkedését leird "valodi rendszermodell"-t6l. 6y a

paraméter ugynevezett nomindlis értéke, amelyet tekinthetiink "valodi érték"-nek is.
Ha bevezetjiik (3.10) egyenletbeli matrixra a

1 N
= NZ (3.15)

0.5(N) = - ng (k)"0 + vo(k)]

N
1
= O+ (R 1NZ¢ (3.16)

Lathato, hogy a becslési hiba a fenti egyenlet mésodik, a regresszort és a hibat is
tartalmazo tagja. Azt szeretnénk,

e ha ez a tag "kicsi" lenne, hiszen ekkor lesz a becsiilt érték a valodi 6, értékhez
kozel, és azt,

e ha ez a tag tartana 0-hoz a minta elemszamanak novelésével, azaz, ha N — oc.

Megjegyezziik, hogy egy becslés viselkedését a mintaelemszam noévelésével a becslés
aszimptotikus viselkedés-ének nevezik. Ilyen értelemben beszélhetiink példaul aszimp-
totikus torzitatlansagrol.

El6szor is lathato a fenti egyenletbdl, hogy ha a vy(k) hiba kicsi a ¢(k) mért érté-
keket tartalmazoé regresszorhoz képest, akkor a

NI % S ekmlk) (317)

k=1

is kicsi lesz, igy a becsiilt O,4(N) értek kozel lesz a valodi 0y-hoz.
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Az aszimptotikus viselkedés vizsgalatanak feltételei
A (8.17) becslési hiba aszimptotikus viselkedésének vizsgdlatdhoz te-

gyik fel, hogy

1. a{vo(k)}, hiba egy staciondrius sztochasztikus sorozat (az-
az diszkrét idejd sztochasztikus folyamat) egy realizacidja,

2. a rendszer maga eqy ARX modellel irhatd le, azaz a p(k) reg-
resszor az (3.13) egyenlet szerinti alakban irhatd,

3. magdt az {u(k)}_, bemenetet is egy staciondrius sztochasz-
tikus folyamat szerint vdltoztatjuk.

Elgszor is vegyiik észre, hogy ha mind az (u(k),k = 1,2,...) bemenet, mind a
(vo(k),k = 1,2,...) hiba stacionarius folyamat szerint valtozik egy ARX modellben,
akkor az (y(k),k =1,2,...) kimenet is stacionarius sztochasztikus folyamat lesz.

Ezutan vizsgaljuk meg az R(NN) matrix elemeinek aszimptotikus viselkedését. Miu-
tan a ¢(.) regresszor ez esetben csak idgben hatrafelé eltolt (azaz régebbi diszkrét idejii)
bemeneteket és kimeneteket tartalmaz, ezért az [R(IV)];; elemek haromfélék lehetnek:

e inpul autokovariancia amely esetben

u(k)u(k — 1) —  Ry(7) = ruu(7) (3.18)

k=1
ahol r,,(7) az {u(k)}2_, sztochasztikus folyamat autokovariancia fiiggvénye,

e output autokovariancia amikor

| X
=N Z —7) = Ry(7) =1y(7) (3.19)

k=1
ahol r,,(7) az {y(k)}i_, sztochasztikus folyamat autokovariancia fiiggvénye, és

e input-output kovariancia ahol
| N
RN (1) = ~ > ykyu(k —7) = Ryu(r) =ryu(r) (3.20)
k=1
ahol 7,,(7) a két el6z6 stacionarius sztochasztikus folyamat kereszt kovariancia
fiiggvénye.

gy az R(N) matrix nagy mintaelemszamok (N — oo) egy konstans R* matrixhoz
tart, amelynek elemei a szereplé stacionérius sztochasztikus folyamatok auto- és kereszt
kovarianciai.
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Ezem ttlmenden, miutan a {vy(k)}Y_; hiba folyamat is stacionérius, az (3.16) becs-
lési hiba egyenlet masodik tagjanak masodik tényezdje is egy kereszt korrelacios ele-
meket tartalmazo vektorhoz tart, mégpedig

1

N

M=

e(k)vo(k) — I (3.21)

ahol a h* vektor az {u(k)}i_, és {vo(k)}_,, illetve az {y(k)}Y_, és {vo(k)}, stacio-
narius sztochasztikus folyamatok kereszt kovariancia fiiggvényeinek kiilonb6z6 elemeit
tartalmazza.

Mindezek alapjan megfogalmazhatoak annak feltételei, hogy a becsiilt 6,g(N) érték
mikor lesz aszimptotikusan torzitatlan becslése a valodi 6y paraméternek az aszimp-
totikus viselkedés vizsgalatanak feltételei megléte esetén.

Az aszimptotikus torzitatlansag feltételei
A (3.17) becslési hiba aszimptotikusan torzitatlan az aszimptoti-
kus viselkedés vizsgalatanak feltételei fenndlldisa esetén, ha

(i) az R* mdtriz nemszinguldris (elegendd gerjesztés)
Ez a feltétel teljesiil, ha az {u(k)}Y_, és {vo(k)}_, folyamatok
egymdstol figgetlenek, és a (3.18) egyenletbeli R, (i — j) au-
tokorreldciokbol alkotott R;; mdtriz nemszinguldris. Az ilyen
specidlis, paraméterbecslére alkalmazott gerjesztd bemeneteket
elegendden gerjesztd bemenetnek mondjuk.

(i) a h* =0 fenndldsa esetén
Két gyakorlati szempontbol fontos alesetet dllhat fent:

(iia) A {vo(k)}2_, hiba nulla vdrhatd értéki fehérzaj sorozal,
azaz nincs modellezési hiba, €s a mérési hiba nem szi-
nes, azaz a mérorendszernek nincs dinamikdja. FEz eset-
ben a vo(k) hiba, mint valdszinidségi vdltozd figgetlen at-
tol, hogy mi tortént a multban, igy az E|p(k)vo(k)] tagok
mindegyike nulla.

(iib) Az {u(k)}Y_, bemenet egy nulla virhato értéki fehérzaj
sorozat, €s a rendszer rendje n = 1, tehdt a jelen ki-
menet nem fiigg a multbeli kimenetektsl. Ekkor a p(k)
regresszor csak a bemenet mailtbeli értékeit tartalmazza,
és igy Elp(k)vo(k)] = 0.

Fontos megjegyezni, hogy a fenti (i) és (iia) feltételek fennallasa esetén a

VN(0,5(N) = 6p)
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valoszintiségi valtoz6 aszimptotikus eloszldsa olyan tobbdimenzidés mnormdlis eloszlas
lesz, amelynek varhato értéke 0 (ez jelenti a torzitatlansagot), kovariancia méatrixa pe-
dig M\o[R*]7! ahol Ay a {vy(k)}4_, hiba szorasnégyzete (varianciaja).

Az elegendGen gerjeszté bemenetekkel majd a 8 fejezetben, a kisérlettervezéssel
kapcsolatos 8.2 alfejezetben foglalkozunk részletesen.

3.4. A tobb bemenetii tobb kimeneti eset

Az altalanos paraméterekben linedris tobb bementii tobb kimenetii esetet két lépésben
targyaljuk: elGszor tekintjiik a tobb bementii egy kimenetii esetet, majd altalanositjuk
a modszert tobb fiiggetlen kimenet esetére is.

3.4.1. Tobb bemeneti egy kimeneti eset

Tételezziik fel, hogy a ¢(.) regresszor a skalar értékid y(.) értékek mellet a vektor érté-
ki u(k) e R", k=1,2,... értékektdl is fiigg. Ekkor az u(k) vektor minden egyes u;(k)
koordinatajat tekinthetjiik egy-egy skalaris valtozonak, igy a ¢(.) regresszor a

DF = {(y(i),u1(3),...,u.(i)) | i=1,...,k}
skalaris valtozoktol fliiggének tekinthetd és az egybemenetii egykimenetii esetre felirt
(3.10) formula valtoztatas nélkiik alkalmazhato.

3.4.1. Példa. ARX modellek paramétereinek LKN becslése két
bemenet esetben

Tekintsiik az el6z6 ARX modell paramétereinek becslésére vonat-
koz6 3.2.1 példat, de tegyiik fel, hogy két bemenetiink van, azaz
u(k) € R% Ebben az esetben a modell prediktiv alakja az alabbi

y(k) = —ary(k — 1) — agy(k — 2) -~ — apy(k — n)+

. . (3.22)
+oou(k) + -+ b u(k —m)

Figyeljiik meg, hogy most a bg,0b1,...,b0, paraméterek is 2-
dimenzios vektorok. Ennek megfelelGen a paramétervektor:

0= [—a1 —as ... — Qp b[n bog bll b12 ce bml bmg ]T (323)

ahol b;; az i-edik paramétervektor j-edik koordinataja, a regresszor
pedig:

pk) = [y(k—=1) y(k=2) ... y(k—n)
uy (k) ug(k) uy(k—1) ug(k —1) ... (3.24)

uy(k —m) ug(k —m)]"
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3.4.2. Tobb kimenetii eset

Tobb problema is van: celszeru a parametereket vektorkent kezelni, es a regresszort
matrixkent, a jelolesek elternek az elozoekkel, csak reszben vannak osszhangban az elso
fejezettel A diszkrét idejd idGinvarians paraméterekben linearis egy bemenetd egy ki-
menetl rendszermodellek (3.5) alakja &ltalanosithato tobb kimenet, azaz vektor értéki
y(k) € RP esetére is az alabbi formaban

j(k|P) = PTo(k) (3.25)

ahol most a P € R™*? matrix j-edik oszlopaba gytjtottiik tssze az y(k) vektor j-edik
koordinatéjara vonatkozé 67 modell paramétereket, azaz P;; = 95 .

Megfigyelhets, hogy az az egyes y;(k) koordinatdkra vonatkozé részmodelleknek
ugyanaz a regresszora. Ezt gy érhetjiik el, ha valamennyi részmodellnél figyelembe
vessziik az 0sszes olyan valtozot a kozos regresszorban amelyt6l legalabb egy részmodell
fiigg. Tgy persze a paraméterek koziil egyesek biztosan nullak lesznek, de ez nem zavarja
a paraméterbecslést, és még modell ellendrzésre (modell validalasra) is alkalmas.

A fenti modellegyenletet paramétereinek becslésére két ut kinalkozik:

1. Ha az y(k) vektor koordindtdira vonatkoztatott predikcids hibik egymdstol telje-
sen fiiggetlenek, akkor a paraméterbecslést egyméastol fiiggetleniil elvégezhetjiik
a részmodellekre az egy kimeneti esetre vonatkozo (3.10) formulaval. Ekkor a
P paraméter matrix oszlopaira (az abban szerepls 67 részmodell paraméterekre
kapunk egymastol fiiggetlen becslést.

2. Ha az egyes koordindtikra vonatkozo predikcios hibik nem fiiggetlenek, akkor
egyiittes regresszios becslést kell végezniink az alabbi kiterjesztett vektor-matrix
valtozok segitségével a (1.28) helyett:

-91(1) P11
e P 0 ox o
T B IR IO B ot BRI BNCED
Ym(1) P 0O 0 --- X
| Ym(v) | | Pvn |

ahol y;(;) az i-edik mért kimenet vektor j-edik koordinataja.



4. fejezet

A paraméterbecslési moédszerek
elméleti tulajdonsagai

Ebben a fejezetben a dinamikus modellek paramétereinek becslésére alkalmas mod-
szerek elméleti tulajdonsagairol, torzitatlansigarol és hatasossigéarol lesz sz6. Ezek
vizsgalata a regresszorban szerepld jelek statisztiak Osszefiiggésége miatt nem egysze-
rii feladat, és még specialis esetekben is csak nagy mintaelemszdmokra alkalmazhato,
ugynevezett aszimptotikus tulajdonsagokat tudunk elméletileg vizsgélni.

A paraméterbecslések elméleti tulajdonsagai a maximum likelihood becslésbél és
annak aszimptotikus tulajdonsagaibol, aszimptotikus torzitatlansagabol és hatékony-
sagabol szarmaztathatoak. Téargyaljuk a paraméterbecslések kovariancia métrixanak
vizsgalatdhoz sziikséges Cremér-Rao tételt és a Fisher informéciés matrixot.

4.1. Maximum likelihood becslések

A maximum likelihood becslések a matematikai statisztika fontos fejezetét alkotjak.
A dinamikus modellek paramétereinek becslése szempontjabol pedig azért kiemelkedd
fontossagtak, mert maximum likelihood becslések nemlinearis és nem normaélis vagy
szines mérési hibaval rendelkezd esetekben is hasznalhatoak.

4.1.1. A maximum likelihood becslés elve

Tételezziik fel, hogy rendelkeziink egy ismeretlen 6 paraméter becslése céljabél a pa-
raméterr§l informaciot hordozo S(y™) = {y(1),...,y(N)} megfigyelésekkel, amelye
mindegyike skalar értéki valosziniiségi valtozo, de nem feltétleniil fiiggetlenek, és nem
is feltétleniil azonos eloszlastak. Ezek egyiittes valoszintiségi stiriiségfiiggvénye az

fO;z, .. on) = f,0;2Y) , f, s RExRY — R (4.1)

fiiggvény, amely fiigg az ismeretlen § € R? paramétertsl.
A paraméter becslésére tobbféle ugynevezett becsldt konstrualhatunk

o) , 6 : RY - R (4.2)
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amely becslék mindegyike egy-egy N-valtozos d dimenzios vektor értéki fiiggvény.

Ezutan az y~ konkrét megfigyelt értékeket, amelyek determinisztikusak, felhasznal-
va és ezeket a fenti becslé formulédba behelyettesitve kapjuk a paraméter 6, = 0(y")
becslését.

Sokféle moédon konstrudlhatunk becslét egy adott S(y”™) mintéhoz, a legkisebb
négyzetes elven alapuld becslGkkel mar az el6z6 fejezetben megismerkedtiink. Az ugy-
nevezett maximum likelthood becsld a megfigyelt esemény valoszintiségét maximalizalja.
A maximum likelihood becsl§ felirdsahoz vegytik észre, hogy a megfigyelt mitaelemek
(4.1) egyiittes valoszintiségi stirtiségfiiggvénye a konkrét megfigyelt y értékek behelyet-
tesitése utdn az ismeretlen 6 paraméter egy determinisztikus fiiggvényévé valik. Ezt
a

U0:y) = f,(0;52) (4.3)
fliggvényt nevezziik likelihood fiiggvénynek. Egy konkrét megfigyelés esetében ez ak-

kor a legnagyobb, ha azt a 6 paraméter értéket helyettesitjiik bele, amely mellett a
megfigyeléseket gydjtottiik. A maximum likelthood becslés pedig pontosan az a

O (yl) = arg max ((0; y.") (4.4)

érték, amely az egyiittes valoszintiségi sirtiségfiiggvényt maximalizalja.
Normalis eloszlast valoszintiségi valtozok esetén az egyiittes eloszlas is normalis lesz,
ezért a gyakorlatban a fenti (4.4) maximalizalas helyett a

arg m;xxé(@; yN) = arg mgin [—In [€(6;yM)] ] (4.5)

minimalizalast szoktuk elvégezni gy, hogy

dIn(0)

=0 (4.6)

legyen ahol In(.) a természetes alapu logaritmusfiigggvény.

4.1.2. A maximum likelihood becslés fiiggetlen megfigyelések
esetén

Ha az S(y") mintdban szereplé mintaelemek fiiggetlen valészinfiségi valtozok, akkor
egyiittes valoszintiségi siirtiségfiiggvényiik a strtségfiiggvények szorzata, azaz

0(6;y2) ny o) (85 (i Hf 0;y. (i (4.7)

Ekkor a gyakorlati becsléshez hasznalt tgynevezett log-likelihood fiigguény Gsszeg ala-
k:

£(0; y* Zlnfy (0;y.(i (4.8)
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4.1.1. Példa. Egy egyszeri maximum likelihood becslés

Tekintsiink egy fiiggetlen skalar értéki normalis eloszlast, azonos,
de ismeretlen 0y varhato értékid és mintaelemenként kilonbozd A;
szorasnégyzetl y(i) valoszintségi valtozokbol allo mintat:

y(i) ~ N(bo, \;) (4-9)

Az ismeretlen varhato érték egyikiik legelterjedtebb becslése az ugy-
nevezett mintakozép

dsusly™) = 5 Sl (1.10)

A maximum likelihood becslés kiszamitasahoz elGszor meghatéroz-
zuk a mintaelemek egyiittes striségfliggvényét. Mivel a mintaele-
mek fiiggetlen normélis eloszlast valoszintiségi valtozok a

1 (z;—6)2

e i
vV 27T)\i

strtiségfiiggvénnyel, ezért az egyiittes sirtiségfiiggvény az aldbbi
alakban frhato:

fyy () =

N

1 _(@=0)?
fy(e;xN):H(me ) (4.11)

A fenti stiriiségfiiggvény egyben a likelihood fiiggvény is. A ma-
ximum likelihood becslést tgy kapjuk meg, hogy a fenti fiiggvény
helyett annak logaritmusat maximalizaljuk 6 fiiggvényében:

éML(yN) = arg mgmx In fy(9§ ?JN)

N N .
LRI S S § SR
— argmeax{—g In2m — Eln/\i ~3 E T}

i=1 i=1

Ebbél pedig a maximum likelihood becslés zart alakban is elgallit-
hato, mert a log-likelihood fiiggvény kvadratikus fiiggvények Ossze-

ge:

h Ny 1 ?J(Z)
Omr(y™) = Zi]\;(l/)\i) 121 y (4.12)

Erdekes ezt az eredményt dssszehasonlitani a varhato érték becslé-
sére legelterjedtebben hasznalhat6 mintakozéppel (4.10). Lathato,
hogy a maximum likelihood becslés figyelembe veszi a mintaelemek
szorasara vonatkozo informaciot is, és egy sulyozott mintakdzepet
hasznal becsléként.
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4.1.3. Prediktiv modellek paramétereinek maximum likelihood
becslése

A fentieket alkalmazzuk most dinamikus modellek paramétereinek becslésére.

4.1.3.1. A teljes val6szintiségi modell

A maximum likelihood becsléshez a dinamikus modell szerkezetén tilmenGen a hibak-
ra, mint valésziniiségi valtozokra vonatkozo feltételezésekre is sziikségiink van. Ezt a

kiterjesztett modellt nevezziik teljes valoszintiségi modellnek, amelynek elemei az alab-
biak.

M(0) : §(k | 0) = g(k, D*7*;0)
e(k,0) =y(k) —y(k | 0) figgetlenek, (4.13)
adott f.(z,k;0) siriségfiiggvénnyel

4.1.3.2. A likelihood fiiggvény és a maximum likelihood becslés

Miutan a e(k, §) hibék fiiggetlenek, az yV valosziniiségi valtozok egyiittes stirtiségfiigg-
vénye az alabbi szorzat alakban irhato:

N

fo(05y™) =[] £-(wG) = 9, D71:0),3:0) = ]| £:(=(6,0).350) (4.14)

i=1
Ezek alapjan a log-likelihood fiiggvény Osszeg alaku lesz, amelynek egy tagja:
l(e,0,k) =1n f.(¢,k; 0) (4.15)

Ezekutan a paraméterek maximum likelihood becslése az aldbbi alaku: % honnan jon
be?

N

R 1 ) .

Onr(y™) = argmin = > ((=(i,0).1;0) (4.16)
=1

Ez a resz nekem kicsit zavaros: Vi (0, y")-val a parameterbecsles koltsegfuggvenyet jel-
oltuk, nem csak LSE eseten. A max. likelihood nem az LSE specialis esete, hanem a
parameterbecsles egy specialis esete Ezt a becslést 6sszehasonlitva ugyanezen modell

éML(yN) = arg mein Vi (6, yN)

legkisebb négyzetes becslésével lathatjuk, hogy a maximum likelihood becslés a legki-
sebb négyzetes elven kapott becslés abban a specialis esetben, ha a veszteségfiiggvényt
a

N
Vi (0,5™) = %21“ £.(2(,6),i50)

alakura valasztjuk.
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4.1.2. Példa. Egy egyszerii ARX modell paramétereinek maxi-
mum likelihood becslése

Tekinsiik a kovetkezd egyszerii ARX rendszer teljes valosziniiségi
modelljét:

U = ayp—1 + bug_1

0=la b]"
e(k,0) = yr — ayr—1 — buy_1 = e(k) fiiggetlenek és (4.17)
1 o2
fe(z) = 5 e 202 normalis eloszlastiak
I

Ekkor a mintaelemk egyiittes eloszlasfiiggvénye az aldbbi alaku:

N

fy(9;y er Yp — aYp—1 + bup_1) =

_ H _xp (—(yk — ayp_i — buk_l)g)

202
A maximum likelihood becslés kiszamitasahoz a log-likelihood fiigg-
vény hasznaljuk:

(Yr — ayp—1 — bug_1)?
lnnyy Zln( )— =

amely a paraméterek kvadratikus fiiggvénye. Ezért ennek egyértel-
mi minimuma a paraméterek szerinti derivalt vektor nulla helye,

2

azaz
N Y — QYr—1 — bug_q
d ~ N Zk:l zykfl 2 2
D k1 2up = 202

Ebbél az a és b paraméterek maximum likelihood becslését az alab-
bi linearis egyenletrendszer megoldasaval kapjuk:

Yk — QYk—1 — bup_q

202
Y — QYp—1 — bug_q

202

Zgzl 21 =0

chvzl 2uk,1 = O
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4.1.3.3. A maximum likelihood becslés altalanos esetben

A problémék a kovetkezdk:
e nehéz az ARMA-t a fenti modell alakra hozni (4lt. Kalman-sziird)
e Likelihood fiiggvény felirasa

e szélsGérték meghatarozasa

4.2. A paraméterbecslések kovariancia matrixa
4.2.1. A Cramér-Rao egyenlétlenség és a Fisher informacios
matrix
A becsiilt § paraméterek "josagat" torzitatlan becslést feltételezve a becslés
. . T
P=E [9(@/N) - 90} [G(yN) - 90}

kovariancia matrixanak (valamilyen norméban mért) nagysagaval jellemezhetjik. A
Cramér-Rao egyenl6tlenség a fenti kovariancia matrix elemeire ad meg alsé korlatot.

4.2.1. Theorem (Cramér-Rao). Legyen a é(yN) a f paraméter egy torzitatlan becslése
agy, hogy E[0(yN)] = 6y a paraméter valodi értéke, és az y™ minta elemeinek egyiittes
valosziniiségi stirség fiiggvénye f,(6o;y"). Tegyiik fel, hogy a mintaelemek egy zart
tartomanybol vehetik fel értékiiket, amelynek hatara nem fiigg 6-t6l. Ekkor a é(yN )
becslés kovariancia méatrixara (elemenként értve) az alabbi egynl6tlenség érvényes:

2 [it™) ~ 0] 0™~ 0] > a (1.19)

ahol M az tgynevezett Fisher informacidés matrix:

M=F ilnf(e- Ny ilnf(e- N)T
— " lag Y Lag Y

0=09

__E {d—anf(e- N)]
- agz v\

0=069

Vegyiik észre, hogy a Fisher informéaciés métrixban éppen a maximum likelihood
becslés kiszamitsahoz sziitkséges (4.6) derivalt vektor all.
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4.2.1. Példa. Egy egyszeri ARX modell paraméterbecslésének
Fisher informaéci6s matrixa

Tekinsiik a 4.1.2 példdban szerepl§ egyszeri ARX rendszert a
Oy = [ag bo]? valodi paramétervektorral. A becslés Fischer infor-
macios matrixa az (4.18) egyenletbeli derivalt vektort felhasznalva
az alabbi alakban irhato:

M:E|:maa mab:|

Mgy My

ahol Itt talan erdemesebb a masodik egyenlettel kiszamolni, mivel
akkor egyszerubb ertekekt kapunk

N 2
Y — AoYr—1 — botr—1
Meaq = Z ka—l 20_2 )
k=1

N
—b —1 — bouy—
Map = 22%—1 Cloykzal 0Uk— 1) (Z 2uy, _1 Cloykzal2 0Uk 1)

N 2
Y — @oYk—1 — boUg—1
Mpp = ZQUk 1 )

202

AZ Mya, May, My, elemekben az {y(k) Y, és az {u(k)}Y_, sztochasz-
tikus folyamatok negyedrendi auto- és keresztkorrelacios egyiittha-
toi allnak.

4.2.2. A maximum likelihood becslés aszimptotikus tulajdonsa-
gai

A Fischer informacios matrix és a Cramér-Rao tétel a maximum likelihood becsléseknél

kiilénleges jelent&séggel bir. Az alabbi tétel azt mondja ki, hogy fiiggetlen megfigye-

lések, azaz mintaelemek esetén a maximum likelihood becslés a torzitatlan becslések
kozott aszimptotikusan a legjobb, tigynevezett hatasos becslés.

4.2.2. Theorem (Wald-Cramér). Tegyiik fel, hogy az {y(i)}Y, fiiggetlenek és azonos
eloszlastuak gy, hogy egyiittes siirtiségfiiggvényiik

N
fy(9§ L1y 7$N) = H fy(i)(e; JUz)
i=1

Tegyiik fel tovabba, hogy az y"¥ mintaelemek egyiites striiségfiiggvénye az f,(0g; xV)
valamely 0, valodi paraméter vektorral. Ekkor a 6,7 (") maximum likelihood becslés
mint valoszintiségi valtozo 1 valoszintiséggel 6yp-hoz tart, ha N tart a végtelenhez, és a

VN[Orr1 (y™N) — 6]
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eloszlasa egy normalis, 0 varhato értéki és M ! kovariancia martixt eloszlashoz tart.

Ezen tulmendGen az is belathato, hogy ugyanilyen tétel all fenn abban az esetben is,
ha dinamikus rendszerek paramétereinek becslésére alkalmazzuk a maximum likeliho-
od becslést. Igy tehat a maximum likelihood becslés - elméleti szempontbol legalabbis
- a lehetséges legjobb becslés.

4.2.3. A Cramer-Rao egyenlétlenség és a Fisher informéci-
6s matrix dinamikus rendszerek paramétereinek becslése
esetén

A dinamikus rendszerek becsiilt paramétereire vonatkozo6 Fisher infromécios matrix ki-

szamitasdhoz a rendszer (4.13) egyenletekkel megadott teljes valosziniiségi modelljére,

valamint a (4.14) szorzat alaku likelihood fiiggvényére van sziikségiink.

A Fisher informéciés matrix kiszamitasahoz el6szor a log-likelihood fliggvényt hoz-
zuk egyszeriibb alakra:

In fy(ev yN) = Zln fa(g(i> 9)) = Zﬁo(g(i, 9)) (4'20)

% In f,(6,y") = Z —0)(£(i,0)) (—%5(@',9)), (4.21)

W(i,0)

ahol ly(x) = In f.(x). nem teljesen vilagos, hogy itt miert vezetunk be egy (—1)(—1)
tagot A fenti egyszeriibb alakot helyettesitjiik be a Fisher informéciés matrix

T
E [d% In fy(e;yN)] Ll% In fy(ﬁ;yN)}

definiciés egyenletébe. Ebbdl az alabbi varhato értéket kapjuk

N

DD e, 0)6 (0, 6) W (i, )" (5, 90)]

i=1 j=1

My = FE

= D B0, 0)PE[Y (i, 60)" (i, 60)] (4.22)

azt is figyelembe véve, hogy (i, 0) fiiggetlen £(j, 0)-t6] i # j-re, mivel a predikciés hiba
fehérzaj sorozatot alkot. A log-likelihood fiiggvény £ (z) derivaltjat a

filx)
lo(z) = [In fo(z)] = =2
b(@) = In (o) = 255
Osszefiiggéssel szamithatjuk ki, amelybdl az
1

Ety(e(i,0))* = —

Ro
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ahol kg egy alland6. Ha specialisan a (i, 0) hibak normalis eloszlastuak )¢ szorasnégy-
zettel, akkor kg = Ag.
Igy a Fisher informacioés méatrix az alabbi egyszert alakot olti:

My = ﬁi > " E[W(i,00) %" (i, 60)] (4.23)

A Cramér-Rao egyenlGtlenség segitségével kapjuk végiil a dinamikus modellek pa-
raméterbecslésének josdgara vonatkozo alapvets eredményt.

Dinamikus rendszerek 0 paramétereinek becslésére haszndlt tetszd-
leges torzitatlan Oy becslés (EOy = 0y, ahol 6y a valddi paraméter)
kovariancia mdtrizdra az alabbi also korldat adhato:

N -1

Cov Oy > ko | > E[U(i,60) 0" (i,6,)] (4.24)

i=1

Normalis eloszlasd hibdk esetén xg = ).




5. fejezet

A Bayes becslés és a segédvaltozok
modszere

5.1. Bayes-becslések

A Bayes elven alapul6 becslések kiilonleges helyet foglalnak el a paraméterbecslési mod-
szerek kozott, mert elvileg nemlinearis és korrelalt mérési hibaval terhelt rendszerek
esetén is alkalmazhatoak. Targyaljuk a becslés elvét, a becslés eredményét, mint valo-
szintiségi striiségfiiggvényt, és a becslés elméleti tulajdonsagait, valamint kapcsolatat
a maximum likelihood becslésekkel. Ezzel 6sszefiiggésben itt kapott helyet a maximum
a posteriori (MAP) becslés.

5.1.1. A véletlen Bayes féle fogalma

A klasszikus valoszintiségszamitasban véletlennek tekintiink egy valtozot, ha az értékére
vonatkozo megfigyelések (mérések vagy kisérletek) nem minden esetben ugyanolyanok,
hanem "véletlen ingadozas"-t mutatnak. Ebben a felfogasban egy rendszer paraméte-
reinek értéke iddinvarians esetben konstans, azaz egy determinisztikus (nem véletlen)
valtozo. A klasszikus értelmezésben egy valtozd véletlen viselkedésének modellezési
szempontbhol altaldban két oka lehet:

1. valamely véletlen természetd folyamat, példédul radioaktiv bomlas jelenléte a
rendszerben,

2. sok, kicsi, egyméstol fiiggetlen, részletesen kiilon-kiilén nem modellezett részfo-
lyamat jelenléte.

A "véletlen" Bayes féle értelmezése a megfigyelést (mérést vagy kisérletet) vég-
z6 személy tudasa szempontjabol osztalyozza a valtozokat. Bayes értelemben wéletlen
valtozonak tekintink minden vdltozot vagy akdr paramétert is, amely nem ismert elGt-
tiink, mint megfigyel6k elGtt. Ilyen értelemben az ismeretlen 6 rendszerparaméterek
valosziniiségi véltozoknak tekintendok.
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5.1.2. A Bayes formula és a lancszabaly

A dinamikus rendszerek paramétereinek Bayes becslése matematikai szempontboél az
ugynevezett altalanositott Bayes formulan és a lancszabalyon alapszik.

5.1.2.1. Bayes formula a klasszikus esetben

A klasszikus valészintiségszamitasbol ismerjiik a teljes eseményrendszert alkotd esemé-
nyek feltételes valoszintiségeinek kiszamitédsara hasznélatos Bayes-tételt.
Legyenek adva az aldbbi B; események illetve P(B;) valoszintiségeik:

e By, B,,...,B, € B eseményalgebra, ahol
e By, By, ..., B, teljes eseményrendszert alkot, azaz Uf\ilBl- =Qés B;NB; = 0
e P(B;))>0 1=1,2,...,N

Ekkor tetszGleges A € ) eseményre vonatkozo feltételes valoszintiségekre igaz a

Bayes tétel: Py ) P(By N A) B P(A | By)P(Bg) (5.1)
ST R@) T TS p(A| B)P(BY |

5.1.2.2. Bayes formula feltételes val6szintiségi stiriiségfiiggvényekre

A klasszikus Bayes tétel altalanosithato a feltételes valdszintiségek helyett feltételes
valoszintiségi siirtiségfiiggvényekre is: ezt az altalanositott alakot nevezziik Bayes for-
mulanak.

LegelGszor is vezessiik be az alabbi egyszertsitett jeloléseket:

e az a valoszintiségi valtozo striiségfiiggvényére a p(a) = f,(x),

e az a és b valoszintiségi valtozok egyiittes striiségfiiggvényére a p(a,b) =
Jan(1, 72),

e az a valdszintiségi valtozo b valosziniiségi valtozora vonatkozo feltételes stirtiség-
figgvényére a p(alb) = fiap) ()

jelolést.
A feltételes valosziniiségekre vonatkozo definialé egyenleteket is altalanosithatjuk
feltételes strtségtiiggvényekre:

~ pla,b)
p(alb) = o) (5.2)
vagy szorzat alakban:
p(a,b) = p(alb)p(b) (5.3)

A fentiekkel 6sszahngban fiiggetlen valoszintiségi valtozokra a definald osszefiiggések az
alabbi alakiak

p(alb) = p(a) , p(bla) = p(b) (5.4)
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Ebbdl kovetkezik, hogy fliggetlen valoszintiségi valtozok egylittes valoszintiségi stirtiség-
fliggvénye szorzat alaka:

p(a,b) = p(a)p(b) (5.5)

Sziikségiink lesz még valosziniiségi valtozok egyiittes p(a,b) és marginalis p(b) si-
riiségfliggvényeinek Osszefiiggésére, amely a definicié szerint:

mwz/pwwm (5.6)

A fenti formula feltételes sirtségfiiggvényekre is felirhato:

zwmzfpwwmz (5.7)

a

Végezetiil tobb feltételre vonatkozo feltételes stirtiségfiiggvényekre is igaz a feltételes
és egyiittes striségfiiggvényekre vonatkozo (5.3) Osszefiiggés az alabbi alakban:

p(a,ble) = p(alb, c)p(blc) (5.8)

A fenti jelolések és Osszefiiggések hasznalataval most mar felirhato a (5.1) klasszikus
Bayes formula feltételes siirtiségfiiggvényekre érvényes alakja:

bl i) _ pla.dle)
P =200~ Tota Heyda 59

Ezt tovabb alakithatjuk a (5.8) Gsszefiiggeés

p(a,ble) = p(bla, c)p(alc)

specialis alakjaval, hogy a feltételes siirtiségfiiggvényekre a paraméterbecslés céljara
hasznalt Bayes formulat kapjuk:

p(bla, c)p(alc)
p(bla, c)p(alc)da

plalb, c) = 7 (5.10)

5.1.2.3. A lancszabaly

A lancszabaly a feltételes és egyiittes strtségfiiggvényekre vonatkozo (5.3) Osszefiig-
gés altalanositasa tobb (V) valoszintiségi valtozora. A lancszabalyt rekurziv modon
vezethetjiik le a (5.3) egyenletbdl az alabbi modon:

p($N7 TN-1y--- 7151) = p($N|XN71> e 7$1)p(x1v71, TN—-2y--- 7$1)
= plan|Xno1,...,2)p(@N_1]|TN_2, ..., 21) ... p(z1)
B N

= ([ p(xelzi-s -, 20))p(@1) (5.11)

k=2
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5.1.3. Dinamikus rendszerek prediktiv Bayes modellje

Tekintsiik az egyesziiség kedvéért csupan az egybemenetii-egykimenetd (SISO) esetet.
Ekkor a linearis id6invarians rendszerek bemenet-kimenet modelljének Bayes féle alakja
az alabbi feltételes stirtségfiiggvény:

p(y(k)lu(k), D*1) (5.12)

A fenti egyenlet alkalmas elGrebecslésre és szabalyozotervezésre is, de nem szerepel-
nek benne a 6 rendszerparaméterek. Az tgynevezett parametrizalt bemenet-kimenet
modell mér ezeket is tartalmazza a feltételes strtségfiiggvény feltételi részében:

p(y(k)|u(k), D", 6) (5.13)

Fontos megjegyezni, hogy a fenti parametrizdlt rendszermodellt, azaz a fenti feltételes
striségfigguény alakjdt a Bayes paraméterbecslésnél adottnak tételezzik fel.

Figyeljiik meg, hogy - mint eddig minden paraméterbecslési modszernél - itt is a
rendszer prediktiv modelljével dolgozunk.

A nem parametrizalt bemenet-kimenet modell a parametrizalt alakbol az aldbbi
Osszefiiggéssel kaphatd meg:

p(y(k)u(k), D*1) = / p(y(k), 6Ju(k), D¥)do

_ / p(y(k), Olu(k), D*V)p(0lu(k), D*1)do  (5.14)

Az els6 tényez6 a parametrizalt rendszermodell, a masodikat kell paraméterbecsléssel
meghatarozni.

Fontos emlékezni arra, hogy a 6 paraméterek Bayes féle becslése pontosan a
p(0u(k), DE1) feltételes stirtiségfiiggvvény, amely azonban paraméterbecslés esetén
nem fiigg u(k)-tol, mint feltételtsl, hiszen az egy altalunk beéllitott determinisztikus
valtozo, igy

p(Olu(k), D) = p(8| D*) (5.15)

5.1.4. Rekurziv paraméterbecslés a Bayes formulaval

A 0 paréterek, mint valoszintiségi valtozok becslése Bayes értelemben a p(6| D) feltéte-
les siirtiségfiiggvény a k idSpillanatig beérkezett D* adatokra, mint feltételre vonatkoz-
tatva. Ezt a strtségfiiggvényt felirjuk tgy, hogy a feltételében szerepld adatsorozatot
szétvalasztjuk a jelen k idGpillanat és a k — 1 idpillanatig beérkezett adatokra:

p(01D%) = p(Oly(k), u(k), DY) = p(Bly(k), DY) (5.16)
az (5.15) Osszefliggést is figyelembe véve.

Ezutan a (5.10) formulat alkalmazzuk a b ~ y(k), a ~ 0, ¢ ~ D¥~1 szereposztassal
és felhasznaljuk a fenti (5.16) egyenletet is. Ekkor a kovetkezd rekurziv paraméterbecs-
lési formuldhoz jutunk:

ply(k)|D*, 0)p(6] D)
J ply(k)| D=1, 0)p(0] D*—1)d6

p(6]D*) = (5.17)
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A fenti formula jobboldalan a kévetkezd, fizikai értelemmel is bird részek szerepelnek:

o p(0|D* 1) az el6z6 k — 1 idépillanatbeli becslés,
e p(y(k)|D*1,0) az adott parametrizalt rendszermodell,
e a nevezGben pedig egy normalizalasi tényezd.

A Bayes paraméterbecslés egy 1épésre vonatkozo rekurziv (5.17) formulajat a lanc-
szabalyhoz hasonl6 levezetéssel tobbszor alkalmazva, az alabbi, nem rekurziv Bayes
paraméterbecslési formula adodik:

p(0)DV) = ([T, ply ](\7>O|ZM ,0)p°(0)

(5.18)

ahol
p’(8) = p(6|D* 1)
az ugynevezett prior vagy kezdeti becslés és NORM egy normalizal6 tényezd.
A lancszaballyal (5.11) sszehasonlitva megfigyelhetd, hogy a (5.18) formula szam-
lalojaban a mért y(k), k = 1,..., N kimenetek p(y™|0) egyiittes stirtiségfiiggvénye all

p(yN|0) = Hp (k)| DF1, 0) (5.19)
hiszen a Bayes becslésnél is a rendszer predlktlv modelljét hasznaljuk fel.

5.1.4.1. A Bayes paraméterbecslés tulajdonsagai

A Bayes paraméterbecslésnek az alabbi fontos, és a tobbi paraméterbecslési modszertsl
erdsen kiillonb6zé tulajdonsagai vannak.

1. A becslési eljaras eredménye a p(6| DY) feltételes valosziniségi stirtiségfiiggvény,
teh&t nem valamely pontbecslés, hanem a teljes becsiilt fliggvény. FEz a mod-
szer elméleti ereje és alkalmazhatosagi gyengesége egyben. Elméletileg a becsiilt
0 paraméterekre vonatkozo teljes statisztika rendelkezésre all, nemcsak aszimpto-
tikusan, hanem véges esetben is, ehhez azonban egy fiiggvényt kell(ene) minden
lépésben kiszamitani.

2. A becslés maga a Bayes formulaboél addédoan természetében rekurziv, végrahajta-
sdhoz a p(y(k)|D*~1,0) parametrizalt rendszermodellen kiviil a p°(#) prior vagy
kezdeti becslés is sziikséges. A prior becsléssel a paraméterekrél rendelkezésiinkre
allo technologiai, fizikai vagy lizemeltet6i tudas épitheté be a paraméterbecslés-
be elméletileg tiszta, és jol kovethet§ moédon. Ritka az az eset, amikor valoban az
égvildgon semmit sem tudunk a paraméterek értékérdl, ilyenkor is altaldban meg-
adhato valamely lehetséges érték tartomény, amely felett egyenletes, vagy igen
nagy szorasu normalis eloszlasfiiggvényt adhatunk meg prior becslésként.

3. Belathatd, hogy autoregresszids bemenet-kimenet modell és normalis eloszlasa
becslési hiba, valamint normalis eloszlast prior becslés mellett a Bayes becslés a
standard rekurziv legkisebb négyzetes (LIKKN) becslésre vezet, tehat ilyen esetben
jol szamithato.
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5.1.5. Maximum a posteriori becslés

A maximum a posteriori becslés a Bayes becslésbdl szarmaztathato tgy, hogy a becslés
eredményeképpen kapott teljes p(8| DY) valoszintségi stirtségfiiggvény helyett annak
egy pontbecslését, méghozza a maximum likelihood elve (legnagyobb valoszintiség elve)
alapjan képezett pontbecslését hasznaljuk. Miutan a teljes DY mért adat rekordban
csak az y(k),k = 1,..., N kiemenetek tekinthetSk valoban fiiggs valtozoknak (a beme-
neteket paraméterbecslési célra elvileg tetszilegesen megvalaszthatjuk), ezért a Bayes
paraméterbecslés (5.18) nem rekurziv alakja a kovetkezd formaban is felirhato a (5.19)
Osszefiiggést is figyelembe véve:

p(0 | y™) = ~ £,(0;y™)gs(6) (5.20)

Ebbdl a maximum likelihood elven képezett becslés a Maximum A Posteriori (MAP)
becslés:

Orrap(y™) = argmax [, (0:y™)gs(60)] (5.21)

5.2. A segédvaltozok mddszere (Instrumental variable
method)

Ez a becslési modszer elsGsorban korrelalt mérési hibakkal terhelt esetekben alkalmaz-
hato, tehat akkor, amikor a hagyomanyos legkisebb négyzetes moédszernél nem garan-
talhato a becslés aszimptotikus torzitatlansidga. Ilyen esetekben a regresszor helyett
vagy mellett a mért adatoktol fiiggs alkalmas segédvaltozokat vezetiink be, s a modszer
ezektdl a segédviltozoktol kapta a nevét.

A segédvaltozok modszerét egybemenett-egykimeneti paraméterekben linearis
rendszereken mutatjuk be, de a méodszer altalanosithaté nemlinearis és tébb kimeneti
esetre is.

5.2.1. A predikciés hiba és a multbeli adatok korrelaltsaga

Idealis, azaz nem szines predikcios hiba esetén a (4.13) teljes valosziniiségi predikcios
modell garantélja az ¢ predikcios hiba és a D*~! miltbeli mért adatok statisztikai fiig-
getlenségét. Gyakorlati szempontbol ez azt jelenti, hogy a y(k) becsiilt kimenet minden
informéaciot tartalmaz, amit az addig mért adatokbol kinyerhetiink. Ezt a megfigyelést
altalanositva azt mondhatjuk, hogy akkor "j6" egy becslés, ha a becslési hiba fiiggetlen
(korrelalatlan) a multbeli mért adatoktol.

Ha tehat azt talaljuk, hogy a predikcios hiba szines zaj sorozat, azaz nem fiiggetlen
a miltbeli mért adatoktol, akkor vilaszthatunk egy mésik, a miltbeli mért adatoktol
fiiggs {C(k)} vektort és egy, a predikcios hibara alkalmazott a transzforméaciot ugy,
hogy a két sorozat korrelalatlan legyen, azaz

%Zg(k)a(g(k,e)) ~0 (5.22)
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empirikus keresztkorrelacios egyiitthatok nullak legyenek. Ez azt jelenti, hogy az
ale(k,0)),k = 1,..., N skalar értéki sztochasztikus sorozat korrelalatlan a ((k),k =
1, ..., N vektor értéki sztochasztikus sorozat minden elem-sorozataval.

Ezutan a 6 paraméter vektor becslését tgy vélasztjuk meg, hogy 6 kielégitse a a
fenti egyenletrendszert.

5.2.2. A segédvaltozok és megvalasztasuk

A segédvaltozok modszerét a paraméterekben linearis egybemenetti-egykimenetii rend-
szerek

J(k|0) = " (k)0 (5.23)

predikciés modelljének példajan mutatjuk be. A fenti modellben szereplé 6 paramé-
ter vektor LKN becslése az alabbi, a kvadratikus veszteségfiiggvény minimalizalasabol
szarmazo linearis egyenletrendszer megoldasaként allithato els:

GEN = sol {% > (b)) - o7 (1)) - o} (5.24)

A fenti egyenletben a "sol" szimbo6lum a az egyenletrendszer megoldasat jeloli.
Tekintsiik ezekutan az (5.23) predikcios egyenletnek megfelel6 olyan esetet, ahol a
predikcios hiba nem fiiggetlen a multbeli mért értékektdl, azaz

y(k) = " (k)0y + (k) (5.25)

ahol most v(k) korrelalt p(k)-val. Az el6z6 szakasz Gtletébdl kiindulva valasszunk al-
kalmasan a (5.24) egyenlet megoldasahoz egy alkalmas korrelacios vektort, ¢(k)-t. A ¢
vektor elemeit segédvdltozoknak nevezzik.

Ekkor a segédvaltozok modszere szerinti becslés a

0 = sol {% S CRyh) - ¢ (k)0) = o} (5.26)
k=1

egyenletrendszer megoldasaként kaphato meg. Megfigyelhetd, hogy a fenti (5.26) egyen-
let az (5.24) egyenlet altalanositasa gy, hogy a (k) regresszor elsd elGfordulasa helyett
a ((k) segédvaltozo vektort szerepeltetjiik.

Hasonléan a LKN modszernél alkalmazott eljarashoz, zart alakban is megkaphatjuk
a becslést, azaz az (5.26) egyenlet megoldésat:

gLy = sol [% > <<k>ﬂ<k>] = > chu) (5.27)

Eddig nem esett sz6 arrol, hogy hogyan kell a segédvdltozok (k) vektordt megud-
lasztani, pedig ez a modszer alkalmazasanak kulcslépése. ElGszor a becslés aszimp-
totikus torzitatlansaganak kovetelményébdl szarmazé sziikséges feltételt adunk, majd
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a kovetkezé pontban foglalkozunk részletesen azzal a kérdéssel, hogy hogyan kell a
segédvaltozokat a modell tulajdonsagai alapjan megvéalasztani.

Azt szeretnénk, ha a becslés aszimptotikusan torzitatlan lenne, ezért a segédvdlto-
zoktol megkoveteljik az alabbi tulajdonsdagokat:

EC¢(k)e"(k) : nem szingularis (5.28)
E((k)vo(k) = 0 (5.29)

Szavakban: a segédvdltozoknak korreldlatlanoknak kell lenniiik a predikcios hibdval, de
korreldltaknak kell lennitik a regresszorral.

5.2.3. A segédvaltozok megvalasztasa a modell alapjan

A segédvaltozok megvalasztasara a becslés aszimptotikus torzitatlansdganak kovetel-
ményébdl ereds (5.29) megkotéseknek elvileg végtelen sok ((k) segédvéltozd vektorral
eleget tehetiink.

Ezen tulmend feltétel olvashato ki a becslés elvi alapjait leiro (5.26) egyenlet és a
LKN becslést jellemzs (5.24) egyenlet 6sszehasonlitasabol: a segédvdltozok ((k) vekto-
rdnak mérete azonos kell legyen a (k) regresszor méretével (és egyben a becsiilendd 0
paraméterek szimdval):

dim {(k) = dim (k) = dim

A segédvektor fenti feltételeknek eleget tevd, de az adott alkalmazds igényeinek leg-
jobban megfeleld mequdlasztdsdra ugyanakkor nincs dltaldnos szabdly: ezt mindenkor az
adott feladatrol rendelkezéstiinkre dllo eldzetes ismeretek és a mérndki intuicio alapjdn
végezziik.

A modellrél rendelkezésiinkre all6 ismeretek figyelembe vételének lehet&ségét a leg-
egyszeriibb példan, egy egybemenetii-egykimenetdi ARMAX modellel leirhat6 rendszer
példajan mutatjuk be. Legyen a rendszert leir6 bemenet-kimenet modell alakja az
alabbi ARMAX modell:

y(k) = —ary(k =1) = ... = an,y(k —nq) +
+byu(k — 1) + ... + by, u(k — np) + coe(k) + ... + cne(k —np) (5.30)

ahol e(k),k = 1,..., N fehérzaj sorozat. Ez esetben tehat most az alabbi regresszorral,
paramétervektorral és predikcios hibaval van dolgunk:

ok) =[~ylk—1) ... —ylk—nq)ulk—1)... —ulk—mn)]" |, (5.31)
0o = a1 ... an, by ... bp,]" (5.32)
vo(k) = coe(k) + ... + cpe(k — ny) (5.33)

és a predikcios hiba nyilvanvaloan korrelalt a regreszorban 1évs y(k —i),i = 1,...,n,
meért kimenetekkel.

Ezért a segédvaltozok vektoraban csak a kimeneteknek megfelelel elemeket cserél-
jik ki 4j segédvaltozokra, hiszen a bemeneteket paraméterbecslési célra a predikcios
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hibatol fliggden mi valasztjuk meg. A segédvaltozokat pedig tgy célszerid megvalaszta-
ni, hogy "hasonlitsanak" dinamikajukban a kimenetekre, de mégse legyenek korrelaltak
vo(k)-val. Igy az alabbi valasztassal élhetiink:

CR) vk —=1) ... —v(k—ng)ulk—1).. —ulk—mn)]" ,

olb) = K (™ ulh) =

ahol K(q™') egy alkalmas linearis idéinvarians (allando egyiitthatos) sziirs, ugy hogy
az E(q~') szamlalo polinom foka a B(q™'), a F(¢™') nevezé polimon foka pedig az
A(q™") polinom fokaval legyen egyenld, azaz

u(k) (5.34)

deg E(q’l) = deg B(q’l) =n, , deg F(q’l) = deg A(q’l) =y

Az (5.34) szlir6 és a (5.30) rendszermodell Gsszehasonlitasaval lathato, hogy a
K(q™') sziir6 optimalis megvalasztasa pont a

B(q™")
A(g™)

ha a valodi B(qg™!) és A(q™') rendszerpolinomokat ismernénk.

A v(k) segédvaltozokra vonatkozo sziikséges (5.29) feltételeket ugyan a K (¢ ') szii-
r6 valamennyi értékére teljesiti a segédvaltozo vektor, de a segédvaltozok akkor lesznel
"j0k", azaz hasonloak a megfelel§ kimenetekhez, ha a becsiilend rendszerparaméte-
rekrdl elegendGen jo elGzetes tudés (a priori ismeret) all rendelkezésiinkre, és a sziir6t
ennek megfelelGen tervezziik.

Kom(q_1> =



6. fejezet

Nemlinearis modellek paramétereinek
becslése

A nemlinearis és paraméterekben nemlinearis rendszerek paramétereinek becslése az
altalanos paraméterbecslési optimalizalasi feladat megoldaséat igényli. Ez a fejezet tar-
gyalja a becslés alapelvét és a megoldasara leggyakrabban hasznalt gradiens modszert.

A fejezetben a paraméterbecslési modszereket az egybemenetii-egykimeneti dina-
mikus rendszerek példajan mutatjuk be. A t6bb bemeneti tébb kimeneti eset a 3.4
pontban bemutatott moédon vezethets vissza a targyalt esetre.

6.1. A becslés alapelve

A nemlinearis, ezen beliil is kiilonGsen a paraméterekben nemlinearis dinamikus rend-
szerek paramétereinek becslése a 2. fejezetben kitiizott altalanos paraméterbecslési
feladat, mint optimalizalasi feladat megoldasat igényli. A kovetkez6kben pontosan ki-
tlizziik az ilyen esetben megoldando6 optimalizalasi feladatot, és tekintjiik ennek a leg-
kisebb négyzetek elvén alapulo legegyszeriibb specialis esetét. Ezek utan attekintjiik a
megoldas lehetséges elvi atjait.

6.1.1. A paraméterbecslés, mint nemlinearis optimalizalasi fel-
adat

A nemlinearis dinamikus rendszerek paramétereinek becslését, mint optimalizala-
si feladatot, szabvanyos algoritmikus feladatkitiizés forméjaban fogalmazzuk meg a
kévetkez&képpen.

Adott:

1. Egy DY mért érték sorozat, avagy minta, amely az N idépillanatig mért bemenet-
kimenet parokat tartalmazza, azaz DY = {(y(k),u(k))|k =1,...,N};

2. A (2.8) egyenlet szerinti prediktiv modell

y(kl0) = g(k, D"7%;0) (6.1)

20
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forméban, ahol ¢(.) adott nemlinearis skalar értéki fiiggvény, amely a nemlinearis
bemenet-kimenet modellb6l szarmaztathato.

Ennek speciélis esete az eddig targyalt modszerekkel is kezelhets iigynevezett pa-
raméterekben linearis eset, amelynél a fenti egyenlet az alabbi specidlis alakot
olti:

y(kl0) = 0" g*(k, D*71;0)

egy masik ¢*(.) adott mért adatokban nemlinearis vektor értékii fiiggvénnyel;

3. Ebbdl és a mért kimenetekbdl szamolhat6 a predikcios hiba sorozat

e(k,0) = y(k) — 4(kl0) (6.2)
4. Egy veszteségfiiggvény
N
Vi (0, DN) = Z (6.3)
k;:

alkalmas ¢(.) vektornormaval.

Fontos megjegyezeni, hogy a vektornorma megvalasztasa az, ami modszerfiiggs.
A legkisebb négyzetes elvii becslésnél az euklideszi normaval dolgozunk, azaz
1

l(e) = 552 (6.4)

Keressiik:

azt a paraméterbecslési modszert, amely a mért értékekbdl elGallit egy
emodsz(DN)

becslést tgy, hogy R
Omods:(DY) = arg min Vi (6, DM) (6.5)

azaz a becsiilt paraméter érték mellett lesz a veszteségfiiggvény minimalis.

A fenti altalanosan kitiizott paraméterbecslési optimalizalasi feladatot a kdvetkezdk-
ben abban a specidlis, és az eddigi modszerekkel nem kezelhetd esetben vizsgaljuk és
oldjuk meg, mikor egy paraméterekben nemlinedris, de dllando paraméteri eqybementi-
eqykimenetd rendszer paramétereit a legkisebb négyzetes elvi becsléssel becstiljiik. Ekkor
a (6.3) altalanos veszteségfiiggvény az alabbi alakot 6lti:

1 1
Vn (0, DY) = ~§ 2 5 W(k) — gk, D1 0))? (6.6)
k=1
és ekkor
N 1 Y 1 k—1 2
Ny _ : -1,
Oricn (DY) = argmin — > Sw(k) = gk, D)) (6.7)

k=1
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6.1.2. Az optimalizalasi feladat lehetséges megoldasi utjai

Az adott DY minta melletti (6.7) optimalizalasi feladat célfiiggvénye ugyan latszolag
kvadratikus, a nemlinearis g(k, D*'; ) fiiggvény jelenléte miatt azonban analitikusan
altalaban nem megoldhat6. A kvadratikus forma azonban altalanossidgban is garantalja
a minimum létezését, csak esetleg - mint a gyakorlati esetekben nagyon sokszor - t&bb
lokalis minimum is van. Megjegyezziik, hogy a paraméterekben nemlinedris esetben az
analitikus megoldés elGallithato egy linearis egyenletrendszer megoldasaként (lasd 3.
fejezet).

Analitikus megoldas hianyaban az optimalizalasi feladatot numerikus kozelitd
eljarasokkal oldhatjuk meg, az alabbi, elvileg kiilonb6z6 két méddon.

1. Nemlinedris egyenletrendszer megolddsdra vezetd it
Ez esetben az optimum sziikséges feltételét jelents

N
1 1 B bt g 09 .
N;M’f) ok, D)z =0, j=1....N (6.8)

nemlinearis egyenletrendszert kell megoldani. A kozelité megoldas tobbféle nu-
merikus modszerrel is elvégezhetd.

Minden esetben problémét jelent azonban, hogy a megoldés altalaban nem egy-
értelmd, és a konvergencia gyorsasaga (és az, hogy melyik megoldashoz konver-
gal) erGsen fiigg a kezdeti becsléstdl, azaz attol, hogy mennyi informacionk van
a paraméterek lehetséges és valdszini értekeirdl.

2. Direkt megoldds a Vi (0, DY) veszteségfiigguény 0 szerinti minimalizdldsdval
Ez a feladat numerikus fiiggvényminimalizalo eljarasokkal, példaul az tgyneve-
zett gradiens modszerrel (ezt targyaljuk ebben a fejezetben) oldhato meg.

Itt is problémat jelent, hogy tgynevezett globdlis optimalizdlds: eljdrdsokra van
sziikség a tOobb lehetséges lokalis minimum miatt. A globalis optimalizald el-
jarasok azonban algoritmikusan nagybonyolultsdgiak az altaldnos esetben, ez
mutatja a paraméterbecslési feladat nehézségét.

6.2. Megoldas a gradiens modszerrel

A gradiens modszer egy altalanos fiiggvény szélsGérték (minimum vagy maximum) ke-
resG eljaras, amely egy lokalis (azaz nem globalis) szélsGérték megkeresésére alkalmas.
A kovetkez6kben targyaljuk a gradiens modszert altalanossagban, majd bemutatjuk,
hogy hogyan alkalmazhato a modszer az altaldnos, nemlineéris, legkisebb négyzetes
elvi paraméterbecslési feladat megoldasara.

6.2.1. A gradiens moédszer

A gradiens modszer egy skalarértékd tobbvaltozos fiiggvény tgynevezett gradiens vek-
torarol kapta a nevét. Legyen adott egy

G : R"m=>R



6. FEJEZET. NEMLINEARIS MODELLEK PARAMETEREINEK BECSLESE 53

mARANAANAYARN PSS
L N N T T TR T A B AL
L L LT TR NS A A A A
R T T U T TS I A A A gy
‘“m“u\\\\\\'\.y:r.ff!l///‘/'.—-’
T T L A A
T T T L ol
T T . T S T N i
L ] e
P Ho o e
T
Pl T e e B T R e T T i S
P A S A L T T T e T S Y
P A T T T T M)
PV AV S A B L T T T T VR
Par AV eyl N S B LR T T T T T T
PPV VAV A N S A S LR SR SR L SR LTI N
PP A A A A B L T
1 1
1) ]
¥ 1 1 *
22

6.1. &bra. A gradiens vektor és a gradiens vektor mezé

tobbvaltozos skalarértéki nemlineéris fliggvény. Ennek gradiense (pontosabban gradi-
ens vektora) valamely z* € R™ pontban a

9 . G

Gx(z*) = grad G(z*) = [ 8_951(I*) B

(«)])" (6.9)
m-dimenziés vektor, ahol x; az x vektor i-edik koordinataja. A gradiens vektor a G
fiigguény, mint az (m-+1)-dimenzids R™ térben értelmezett felilet x* pontjdban hizott
érintok kozil a legmeredekebb irdnyaba mutat.

A 6.1. abra egy allo forgési paraboloid feliiletet mutat. Meghuztuk a feliilet egy
pontjaban a gradiens vektort is, az abra jobb oldali részében pedig a gradiens mezd,
azaz az egyes értelmezési pontokban htuizhaté gradiens vektorok vetiiletei lathatoak.

A G fiiggvény gorbiiletét, azaz konvex vagy konkav voltat valamely x* € R™ pont-
ban a Hs; = Gxx matrix, az ugynevezett Hesse mdtriz mutatja, amelynek ij-edik
eleme
B 0*G
N 81'2'837]'

A G fiiggvénynek minimuma (lehet, hogy csak lokalis minimuma) van az z* pont-
ban, ha

(Gxxlij

(6.10)

gmzi G(z") = 0 és Gxx(z*) >0
azaz Gxx(z*) Hesse matrix pozitiv definit.

A gradiens modszer maga egy iterativ kozelité modszer egy tobbvaltozos fiiggvény
szélsGértékének meghatarozasara. Hasznalatdhoz sziikség van

e cgy alkalmas xq kezdGértékre,
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e cgy ¢ pontossagi korlatra,

e egy ¢ lépéskozre.

Az algoritmus {6 1épései minimumkeresés estén a kovetkezdk:

1. Legyen ¢ := 0, ahol ¢ az iteraciés lépések szama és z; = xg

2. Szamitsuk ki a veszteségfiiggvény z; pontbeli Gy (x;) gradiensvektorat.

3. Ha a gradiensvektor mar "elég kicsi", azaz
IGx(z))]| < e (6.11)
akkor elértiik a minimumot, és x,,;, = ;.
4. Egyébként lépiink egyel a negativ gradiens iranydba, azaz
Tig1 = T; — éX(xi)é (6.12)

megnoveljiik a szamlalot, azaz i := ¢ + 1, majd a 2. lépéstdl folytatjuk.

6.2.2. A veszteségfiiggvény minimalizilasa gradiens moédszerrel

A Vn (0, DY) veszteségfiiggvény 6 szerinti minimalizalasara is konnytiszerrel hasznal-
hatjuk a fenti gradiens modszer algoritmusat az alabbi megfeleltetésekkel:

Vn(0, DY) ~ G(x) (6.13)
0 ~ x (6.14)

Ekkor a paraméterbecsléshez a modellszerkezeten, azaz a Viy (6, DY) veszteségfiigg-
vény konkrét alakjan kiviil az alabbi indul6 (a priori) adatokra van sziikségiink:

e cgy alkalmas 0y kezd§ paramétervektor értékre,
e cgy ¢ pontossagi korlatra,

e egy 0 lépéskozre a paraméterek terében.

Fontos megjegyezni, hogy a gradiens modszer

o [okdlis szélsGérték keres6 modszer, azaz a becsiilt paraméterérték figghet a kezdets
érték jo, azaz a valddi érték kézeli megudlasztdsdtol,

e cgy iteracios lépés polinomidlis idébonyolultsagi, és a gyakorlati algoritmusok
gondoskodnak a ¢ 1épéskoz megfelels valtoztatasarol, azaz a minimum kozelében
megfelel6 csokkentésérdl.
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6.3. Nemlinearis modellek munkapont koriili lineariza-
lasa

A nemlineéris modellek paramétereinek becslését gyakran munkapont koriil linearizalt
valtozatuk segitségével végezziik, hiszen a linearis, de legalabbis paraméterekben line-
aris modellek becslésére szamos hatékony és aszimptotikusan torzitatlan modszer all
rendelkezésre.

A kovetkezSkben azt mutatjuk be a nemlinearis prediktiv modellek példajan, hogy
hogyan végezziik a linearizdldst.

Linearizalhatunk mind algebrai, mind differencialegyenleteket az értelmezési tarto-
manyuk tetszéleges pontja koriil, mégis altalaban egy tgynevezett stacionérius vagy
allandosult allapotnak megfelelé pontot valasztunk, azaz tgynevezett munkapont ko-
riili linearizalast végziink.

[ranyitasi feladatoknal, igy dinamikus rendszerek paramétereinek becslésénél is al-
taladban  munkapont koriili, azaz tgynevezett perturbacios valtozokkal dolgozunk,
amelyeket valamely x( referencia pont vagy allandésult allapottol valo eltérésiikkel de-
finidlunk:

T=2x—1Ig (6.15)

ahol zq az x valtozo6 allandosult allapotbeli értéke. Néha a normalizalt formét hasznél-

juk, ahol
~ T — Xo
Tr =

(6.16)

Zo
hogy biztositsuk a perturbacios valtozok dimenziémentességét. A perturbacios valto-
z0k tehéat az xq allandosult allapottol valo eltérést jelentik.

A linearizalés a linearizdland6 nemlinearis fiiggvény allandosult allapot koriili Tay-
lor sorfejtésén alapszik. Egy egyvéltozos dinamikus nemlineéris y = f(z,t) fiiggvénynél
az x valtozé szerinti Taylor sorfejtés az alabbi alakban irhato:

df Pf| (x—x0)
1) = 1)+ — — e 6.17
fot) = flo )+ | (oma) b Gg) (6.17)
ahol zg a referencia pont és file az f fiiggvény x szerinti ¢. parcialis derivaltja, amelyet

az xg referencia pontban vesziink.
A fenti sorfejtés els6 két tagja utani magasabbrendi tagok elhanyagolasaval kapjuk
a linearis kozelitést:

d
flz,t) = fxo,t) + % (x — ) (6.18)
o
és igy az eredeti nemlinearis egyenlet az
d
y= o)+ T (@) (6.19)
T
formulaval kozelithetd, azaz
~ df
(G +y0) = [ w0, ) + =1 (& — o) (6.20)
)
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mivel
Yo = f(zo,t) € Y=y —yo (6.21)
Végiil a fenti egyenletekbdl azt kapjuk, hogy
~df| -
= = ; 6.22
Y= s 20 v (6:22)

amely a végsé linearizalt egyenlet az x perturbacios valtozoval kifejezve.

A fenti (6.22) egyenletet konnyedén altalanositjuk tobbvaltozos f(xy, ..., z,,t) ese-
tére is:

y=Jly, (2); (6.23)

ahol J a fiiggvény tigynevezett Jacobi matrixa (ez esetben sorvektor), amelynek iedik
eleme a megfelel§ z; valtoz6 szerinti parcidlis derivalt, azaz

_9f

Ji =
a&fi

A fenti egyszert altaldnos elvet alkalmazzuk most a nemlinearis
y(k10) = g(k, D*7*;9) (6.24)

prediktor linearizalaséara.
Innentol kezdve elvesztettem a fonalat, a jelolesek nem egyertelmuek ElGszor is de-
finidlunk (keresiink) egy alkalmas z, munkapontot:

(7.7.9) (6.25)
D" = {y(k) =F.uk) =ak=1,...,N} (6.26)

Ezek utan alkalmazzuk a (6.23) tobbvaltozos linearis Taylor kozelitést a (6.24) for-
mula linearizalésara:

i =3 |5k i+ 5

i=1

700 (6.27)

X%

felhasznalva azt, hogy a 6 paraméterek nem valtoznak, azaz 0 = 0. Valamivel le kene
zarni a fejezetet



7. fejezet

Dinamikus rendszerek parameétereinek
rekurziv becslése

7.1. Bevezetés

A rekurziv paraméterbecslések alkotjak a fejezet targyat. Az ilyen modszerek nem
igénylik egyszerre az Gsszes rendelkezésiinkre all6 mérési adatot, igy nincs sziikség azok
tarolasara, hanem az 1j becslést a régi becslésbél és az azota beérkezett adatokbol re-
kurziv modon allitjak el6. Ezen gyakorlati szempontbol nagyfontossagti modszerosztaly
specialis technikékat igényel, és a becslések tulajdonsagainak elméleti vizsgalata is igen
nehéz. Rekurziv becslésekkel kezelhetGek az idében lassan valtozo, de nem szigortian
idGinvarians rendszerek paraméterbecslésének esetei is.

7.1.1. A rekurziv paraméterbecsl algoritmusok altalanos alakja

A rekurziv paraméterbecslési eljarasok altaldnos alakja a kdvetkezd

O(k) = F(O(k —1),5(k), Z(k)) (7.1)
S(k) = H(S(k—1),0(k—1),Z(k)) (7.2)

ahol 0(k) a becsiilt paramétervektor értékét, Z(k) a rendelkezésre allo mérési adatok
értékét jeloli a k-adik idépillanatban, S(k) pedig un. segédvaltozo (auxiliary variab-
le). F és H valamilyen elv szerint megvalasztott vektor bemeneti és vektor értékii
fliggvényeket jelol. A rekurziv paraméterbecslés alapproblémdja az F és H fiigguények
megudlasztdsa.

Lathato, hogy a becsiilt paramétervektor értékének frissitéséhez csak az el6z6 id6pil-
lanatban rendelkezésre allo becsiilt paramétervektor- és segédvaltozo értékek valamint
az aktualis mért adatok sziikségesek.

7.1.2. A rekurziv paraméterbecslés el6nyei és hatranyai

Elényok

o7
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e Az adatok feldolgozasa "on-line" médon torténik, nincs sziikség nagy mennyisé-
gl adat tarolasara. Az algoritmus miikddése kozben is eldonthetd, hogy mikor
érte el a becslés a kivant pontosagot.

e A rekurziv algoritmusok a modell-struktira finomitasat is kisebb szamitas- és
idGigénnyel végzik el, mint nemrekurziv megfelelGik.

Hatranyok

e Egy adott rekurziv algoritmus futattasakor még az inditas el6tt el kell donte-
ni, hogy milyen modell-struktirat hasznalunk, mig "off-line" esetben kiilonb6z6
struktirakat is kiprobalhatunk.

e A rekurziv algoritmusok (kevés kivétellel) nem adnak olyan pontos becslést, mint
a nemrekurziv modszerek. Kell6en nagy adatrekordok esetén ez a kiilénbség
azonban jelentéktelenné valik.

7.2. A rekurziv legkisebb négyzetek modszere

Az algoritmus levezetése el6tt ismételjiik at réviden a legkisebb négyzetek modszerén
alapulé paraméterbecslés problémafelvetését, és a megoldast (részletesen 1d. a 3. fe-
jezetben)! A dinamikus rendszerek széles osztéalyat diszkrét idGben leird regresszios
modell a kévetkezs:

y(k) = 0" p(k) + v(k) (7.3)
A paraméterbecslés silyozott célfiiggvénye
XN
Vw(®) = 5 D o [w(k) — 07 (k)] (74)
k=1

alakban frhat6. A paramétervektor legkisebb négyzetes becslését ado statisztika (7.4)
minimuma 6-ra nézve:

-1 N

éLS<N) = [Z%@(@‘PT(M] Z@kﬁp(k)y(k) (7.5)

amelynek kiszamitasahoz tarolni kell a rendelkezésre &ll6 mérési adatokat az 1-t6l az
N-dik idépillanatig. A kovetkezGkben megmutatjuk, hogy (7.5) rekurziv alakra ((7.1)-
(7.2)) hozhato.

Vezessiik be a kdvetkezs jelolést:

R(t) = 3 axpk)o" (k) (7.6)
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(7.5)-bol kapjuk:

> arp(k)y(k) = [Z akso(k?)soT(k)] 6(N) (7.7)

/

v~

R(N)

Ha az 6sszegzést N helyett ¢ — 1-ig végezziik, a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

S awsa(k)y(k) = R(t ~ DAt~ 1) (7.9

(7.6)-bol kovetkezik, hogy

R(t —1) = R(t) — axp(t)" (1) (7.9)

(7.7)-bol kiindulva a fenti 6sszefliggések felhasznalasaval kapjuk:

0(t) = R (1) | Y awp(k)y(k)

= R7(t) z_: arp(k)y(k) + atso(t)y(t)] =

k=1

t) |R(t - Dot —1) + atso(t>y(t>} = (7.10)

) [ROIE — 1) = awp(t)e” (00 = 1) + e (y(t)| =
RTHROOE = 1)+ anply) [—o" (00t —1) +y(0)]} =
(t — 1) + B (0)p(t)a [y(t) — 07 (¢ — Dol

(7.6)-bdl és (7.10)-bol adodik a rekurziv legkisebb négyzetek algoritmusénak elss alak-
ja, amely mar megfelel a (7.1)-(7.2) egyenletek formatumanak.

A~

0() = 0t = 1) + R (Dp(t)y [y(t) = 67(t = Dp(t) (7.11)
R(t) = R(t — 1) + arp(t)d" (1) (7.12)

A gyakorlatban mégsem ezt az alakot hasznéljak, mivel minden lépésében egy kvad-
ratikus méatrixot (R) kell invertalni, ami a szamitasigény szempontjabol nem kedvezd.
Az algoritmus gyorsabban szamithat6 valtozatdnak megtalalasahoz segitséget nyujt a

koévetkezd lineéris algebrai tétel.

Tétel: Matrix inverzios lemma Legyenek A,B,C és D olyan matrixok, hogy az
[A + BCD] matrix létezik, kvadratikus és invertalhato, valamint A és C' invertalhato.
Ekkor igaz a kovetkez6 egyenlGség

[A+BCD| ' =A™ —A'B[DAT'B+C'] ' DA™ (7.13)
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Bizonyitas: Szorozzuk meg az egyenléség mindkét oldalat jobbrol [A + BC D]-vel. O

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:
P(t) = R7'(t) (7.14)
Ekkor igazak a kovetkez$ egyenlségek:

P7Ht) = Pt — 1) + aup(t) 0" (1) (7.15)
P(t) = [P}t = 1) + oD (8)] (7.16)

Ha a matrix inverzios lemmat (7.16)-re alkalmazzuk, a kovetkezd kifejezést kapjuk:

-1

P(t) = P(t—1) = P(t = 1)e(t) SOT(lﬁ)P(lf—1)</J(1t)+i (Pt —1) =

Pt —1)o(t)" (H)P(t — 1)
a TETRP(E—1)o(t)

Ezzel eljutottunk a rekurziv legkisebb négyzetes becslés algoritmusanak gyakorlatban
hasznalt formajahoz:

= P(t—1)— (7.17)

P(t —1)p(t)p" (t)P(t — 1)
TP —1)e(t)

6(t) = Bt — 1) + e P)(t) [y(t) — 67 (¢ — D)p(t) (7.19)

P(t)=P(t—1) -

(7.18)

7.2.1. A kezdeti feltételek megvalasztasa

A (7.18) és (7.19) egyenletekbdl jol latszik, hogy az algoritmus inditasakor (a to id6pil-
lanatban) sziikség van P matrix és 6 vektor kezdeti értékére, amibdl a tovabbi értékeket
szamitjuk. A kezdeti feltételek megvalasztasanak szokasos modja a kovetkezd:

P(ty) = EO: akw(k)soT(k)] (7.20)
0to) = Plt) 3 onp () k) (r.21)

ami nem mas, mint egy néhany mintan elvégzett hagyomanyos (nemrekurziv) legkisebb
négyzetes becslés. Igy garantalhato, hogy a rekurziv algoritmus becsiilt paraméterének
kezdeti értéke nem lesz tilsagosan tavol a valodi paraméterértéktal.

Ha az adatok tarolasara, és igy a (7.20)-(7.21) egyenletekben leirt szamitasok el-
végzésére nincs lehetGség, akkor tetszéleges P(to) invertalhaté matrix és tetszéleges

O(to) vektor valasztésa esetén garantalt a konvergencia a valodi paraméterértékhez (a
konvergencia gyorsasiaga azonban fiigg a kezdeti értékek megvalasztasatol).
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7.3. A rekurziv gradiens modszer

7.3.1. Problémafelvetés

A legkisebb négyzetes paraméterbecslés kritériumfiiggvényének minimalizalasakor
nagyban megkodnnyitette a helyzetiinket, hogy a regresszios modellben a prediktor ki-
menete linearisan fiigg a paramétervektor elemeitél. A gyakorlatban azonban sokszor
adodik olyan modell, amikor ez a linearis Osszefiiggés nem teljesiil. Mi a teend? ilyen-
kor? Ha a kvadratikus kritériumfiiggvény (Vy(0) = + SV (k) — 9(k|6)]%) anali-
tikusan nem minimalizilhat6, akkor célszer valamilyen numerikus szélsGérték-keresG
eljarast alkalmazni (1d. 6). Azonban a nemrekurziv megoldasok nagy szamitas- és id6-
igénye gyakran nem teszi lehet6vé gyakorlati alkalmazisukat. Szerencsére ebben az
esetben is rendelkezésiinkre allnak az algoritmusok kedvezGbb szémitési tulajdonsa-
gokkal rendelkez6 rekurziv valtozatai, amelyek koziil a gradiens modszert mutatjuk be
(bizonyitéas nélkiil). A predikcios hiba definicidja a kovetkezs volt:

e(k,0) = y(k) —4(k[0) (7.22)
y-vel jeloljiik e(k,0) 6 szerinti negativ parcialis derivaltjat:
d T
W(k,0) = [—@E(k‘ 6)} (7.23)

Mivel 6 valodi értékét nem ismerjiik, az eljarasban e-t és -t a kovetkezSképpen koze-
litjiik:

(k,0) = y(k) — y(k|0(k — 1)) (7.24)
L d .
(7.26)

A paraméterbecsld algoritmus a kévetkezd:

TP 1) h |
O(k) =0(k—1)+ P(k)y ( ) (k, ) (7.28)

Az algoritmus inditasahoz sziikséges P és 0 kezdeti értékének megvalasztasa, amiktol
fligg a konvergencia gyorsasiga.

7.4. Id6ben valtoz6 paraméterek becslése

7.4.1. Problémafelvetés

Az eddig targyalt valamennyi identifikicios eljarasnal azt feltételeztiik, hogy a becsiilni
kivant paraméter(vektor) valodi értéke (vagy varhato értéke) idGben konstans. Ha fel-
tessziik, hogy a paramétervektor értéke idében valtozhat, akkor ezekkel az eljarasokkal
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nem tudjuk kévetni az id&beli valtozasokat, hiszen mindegyikiik egy pontbecslést ad a
paraméterek értékeire. Olyan algoritmusokra van tehat sziikség, amelyek minden diszk-
rét id6pillanathoz rendelnek becsiilt paraméter értéket (amely koveti a valtozasokat).
A kovetkezdkben e probléma néhany gyakran hasznalt megoldasat ismertetjiik.

7.4.2. Csuiszéablakos paraméterbecslés

A cstiszdéablakos megoldas lényege, hogy a paramétervektor adott idépillanatbeli ér-
tékének becslését csak a legutols6 N db megfigyelés figyelembevételével végezziik. Az
ennél régebbi méréseket egyszeriien figyelmen kiviil hagyjuk. Az identifikicios algorit-
mus lehet barmely eddig targyalt nemrekurziv vagy rekurziv médszer. Minél nagyobb a
csuszoablak mérete (azaz az egy becsléshez figyelembe vett adatok szama), annal pon-
tosabb a paraméterbecslés, azonban annal lassabban kévethet6k paraméterek idébeli
valtozasai.

7.4.3. Fokozatos '"felejtés"

Ebben az esetben a régi mérési adatok az id§ el6rehaladtaval egyre kisebb stlyt kapnak
a paraméterbecslésben, azaz fokozatosan "felejtGdnek el".

7.4.3.1. Rekurziv legkisebb négyzetek mddszere

A moédszer megértéséhez tekintsiik a kovetkezd silyozott négyzetes kritériumfiiggvényt:

Vn(9) = Y BN ) [y(k) — 67 (k) (7.29)

k=1

ahol régzitett N esetén 5(N, k) monoton né k novekedésével.
(7.29) minimuma #-ra nézve adja a legkisebb négyzetes megoldast:

k=1

b(N) = [Z BN, k)@(k)wT(k)] [Z BN, k)so(k)y(k)] (7.30)

(7.30) rekurziv alakba valo atirasahoz vezessiink be néhany jelolést. ElGszor irjuk fel
B(t, k)-t a kovetkezGképp:

B(t,k) = A#)B(t — 1, k) (7.31)

Ekkor igaz a kdvetkezs:

Bt, k) = [H A(j)] an ax = Blk,K), A(k) <1 (7.32)

=k+1

Ha A(k) = A, akkor )
Bt k) = N Fay (7.33)

ahol \ az un. felejtési tényezd (forgetting factor).
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Vezessiik be a kovetkez§ jelolést:

R(t) =) Bt k)p(k)e" (k) (7.34)

R(t) = A(t)R(t — 1) + arp(t)¢" (1) (7.35)

(7.36)

PHt) = AMO)P 7t — 1) + aup(t) o™ (1) (7.37)
P(t) = ABP (= 1) + arp(t)e" (1)) (7.38)

Alkalmazzuk matrix inverzios lemmat (7.13) (7.38)-re. Ekkor a kévetkezdt kapjuk:

1 1
=Pt = 1)) () P(t — 1)~
P(t) = 5P A®) . 1“’5) (7.39)
%DT@WP@ —1)p(t) + ”

Az exponencidlis felejtéssel miikdds rekurziv legkisebb négyzetes algoritmus tehat a
kovetkezSképp Osszegezhetd:

_ 1 .y PE=Det)e" ()Pt 1)
P(t) = 5 0 Pt—1) X r PG )90 ] (7.40)
0() = 0t = 1) + P () [y(1) — "0t — 1) (7.41)

A kezdeti feltételek megvélasztasara ebben az esetben is igazak a 7.2.1-ben leirtak. To-
vabbi fontos tervezési paraméter a felejtési tényezd. Ha \ értéke kicsi, a becslés gyorsan
koveti a paraméter valtozasait (gyors a felejtés), de egyben érzékenyebb is lesz a zajra
és az esetleges modellezési hibdkra. Mindennek az ellenkez&je igaz akkor, ha A\ értéke
nagy (kozel van 1-hez).
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7.4.3.2. Rekurziv gradiens modszer exponenciilis felejtéssel

Itt csak az algoritmus végsé alakjat adjuk meg, a jel6lések azonosak a 7.3 fejezetben
hasznaltakkal.

P(k—1)
A(k) + 4T (k, 0) P(k — 1)(

P(k) = (7.42)
.0) (7.43)

ahol a felejtési tényez6 () szerepe megegyezik a 7.4.3.1 fejezetben leirtakkal.



8. fejezet

A paraméterbecslés gyakorlati
kivitelezése

A dinamikus modellek becsiilt paramétereinek josagat, a paraméterbecslés "mindsé-
gét", de néha még maganak a paraméterbecslésnek a sikerességét is alapvetGen befo-
lyasolja a mért adatok mingsége. A paraméterbecslés gyakorlati kivitelezésével kapcso-
latos ismeretek ebben a fejezetben kaptak helyet. Az itt targyalt modszerek egyszeriiek
ugyan, de helyes alkalmazasuk igen gyakran meghatarozza a paraméterbecslés sikerét
és minGségét.

Foglalkozunk a mért adatok elGkészitésével és elGsziirésével, az adatok attekintésével
és el6feldolgozasaval, az adatok vizualius attekintésével és a kiugro értékek kezelésével.

Paraméterbecslési célra sok esetben nemcsak a rendelkezésiinkre allo, "passziv"
koriilmények kozott gytjtott adatokat hasznéljuk fel, hanem mesterségesen &allitunk
el6 adatrekordokat specidlisan paraméterbecslési célra. Az ehhez a feladathoz alkal-
mazott modszereket és eljarasokat kisérlettervezésnek nevezziik. Roviden attekintjiik a
paraméterbecslési kisérletek tervezésének legfontosabb kérdéseit, a mintavételezési id6
megvalasztasat, a mintaelemszam megvalasztasat és az elegends gerjesztés biztositasat,
valamint az alkalmazhato tesztjeleket.

A fejezetben targyalt modszereknek és eljarasoknak a oridsi szakirodaloma van, igy
nem véallalkozhatunk a kérdéskor kimeritG és részletes ismertetésére, csupan a dinami-
kus rendszerek paramétereinek becslése szempontjabol legfontosabb ismeretek vézlatos
attekintésére.

8.1. A mért adatok elGkészitése és elOsziirése

A mért adatok el6készitése és attekintése az esetek tilnyomo tobbségében nehezen au-
tomatizalhato, heurisztikus modszereket és eljarasokat tartalmaz, és igényli mind a
konkrét dinamikus rendszer, mind a paraméterbecslési technikik ismeretét.

A mért adatok el6készitése egy alapvetSen passziv folyamat, amely a mért ada-
tot paraméterbecslésre val6 alkalmassaganak megallapitasara iranyul. A mért adatok
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eldkészitésével és eldszirésével kapcesolatos dltalanos szabdly, hogy a nem megfeleld mi-
ndséqi adatsorozatol dltaldban célszeribb eldobni, és megismételni a paraméterbecslésre
szant adatok gyijtését javitott korilmeények kozott, mint o "javitdsukkal” kisérletezni.
Igy a "szirés" altalaban egy igen-nem tipusu dontést foglal magaban.

Ha valodi, a dinamikus rendszerrél mért vagy gytjtott adataink vannak, akkor a
paraméterbecslés el6tt értékelniink kell az adatok mingségét és magbizhatosagat. Az
tgynevezett adat dttekintési modszerek hasznélatosak erre a célra, azaz hogy értékeljiik
a

D1,k = { d(1), d(2), ..., d(k) } (8.1)
mért adat rekord, ahol d(i) € R” , i = 1,... k jeloli a vektor értéki egymas utani
1 =1,..., k id6pontokban mért adatokat, mindségét és meghizhatosagat.

Az "attekintés" sz6 arra utal, hogy ezeknek az adatelSkészitési modszereknek annyi-
ra egyszeriieknek és hatékonyaknak kell lenniiik, amennyire ez csak lehetséges.

A mért adatok attekintése soran olyan "elvaltozasokra", azaz jellemzdkre figyeliink,
amelyek a paraméterbecslés mindgségét a legnagyobb mértékben befolyasoljak:

e trendek,

e kiugro értékek.

8.1.1. Az adatok vizualius attekintése

A mért adatok attekintésének legegyszeriibb és mégis igen hatékony modja az adatok
vizualis (emberi szem altal torténd) megtekintése. Ez ugy torténik, hogy a mért adat-
rekord felhasznalasaval kiillonb&z6 grafikonokat készitiink. Abrazoljuk a mért adatokat

1. a méreési id6 fiiggvényében (idGsorozatok),
2. egymas fiiggvényében.

Vektorértékd mért adatsorozatoknal a mérési id6 fiiggvényében felvett grafikonon
egyszerre tobb elem idgbeli viselkedését is nyomonkévethetjiik (példaul kiilonbozé szi-
nek vagy vonaltipusok alkalmazasaval).

Az adatok vizuélis dttekintése altaldban a mérési adatok attekintésének elsé lépése.
Ennek segitségével gyorsan felfedezhet6k és kisztirhet6k a nyilvanvaloan hibas "abnor-
malis" adatok, amelyek nem kovetik a megszokott viselkedést illetve adat-mintékat.

8.1.2. Trendfigyelés, allandésult allapot figyelése

A dinamikus modellek paramétereinek becslése esetén az esetek donté tébbségében li-
nearis, allandé paramétert (idGinvarians) modellekkel dolgozunk, hiszen a paraméter-
becslési modszerek csak ezen esetre allnak rendelkezésiinkre. Ilyen modelleket valodi
nemlinearis és/vagy nem allandé paramétert dinamikus rendszerek rendszerek esetén
csak allandosult allapotok koriili linearizalassal kaphatunk (lasd a 6.3 pontot). Ez tiik-
roz6dik abban is, hogy a linearis inddinvarians sztochasztikus SISO rendszerek (1.43)
ARMAX modellje formailag homogén, azaz nem tartalmaz konstans tagot.
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Igy a paraméterbecslés el6tt ellendrizniink kell, hogy az adatok valoban egy allando-
sult koriili kismértéki valtozasoknak felelnek meg. Ez annyit jelent, hogy az adatokban
nem lehetnek hosszi ideji valtozasoknak megfelelels tgynevezett trend-ek, sem lasst
zavarasok hatasaira utald valtozasok.

A trendek detektalasa és esetleges kisziirése ilymodon az egyik legfontosabb adat-
elkészité mivelet, ugyanakkor egy egyszert és mégis hatékony rendszer diagnosztikai
eszkoz.

A meért adatokban megfigyelhets trendeknek az alabbi leggyakoribb okai lehetnek:

1. mérémiiszerek meghibasodasa, amelyet igen lasst, egyiranyu valtozas, igyneve-
zett "drift" jelezhet,

2. lassi, nem modellezett folyamat (példaul vizkovesedés, 6regedés stb.), amely szin-
tén leggyakrabban "drift" formajiaban lathato,

3. lasst altalaban periodikus zavaras szezonalis, heti vagy napi rendszeres ingado-
zés (pl. hémérsékletingadozas, miiszakvaltas hatésa, hétvége, éjszakai miiszak
méassaga) kovetkeztében.

A legegyszertibb modon tgy vehetjiik észre a mért adatokban jelenlévd trendet,
hogy egy egyenest illesztiink a mért adatokra, és megnézziik, hogy az egyenes me-
redeksége nulla-e. Ha a mérési hibak egymastol fiiggetlenek és normalis eloszlasuak,
akkor standard hipotézisvizsgalati modszerekkel egzakt modon is ellenérizhetjiik azt a
hipotézisiinket, hogy a becsiilt meredekség nulla.

Ha az adatmintdban nincs trend, akkor célszer megbecsiilni a D[1, k] = D* minta
konstans d varhato értékét a

x|

- Z d(i) (8.2)

mintaatlaggal.

8.1.3. Szoras és korrelacidok

A mért adatok szorésa és az adatok egymés kozotti Osszefiiggéseit jelz korrelaciok
szintén fontosak a paraméterbecslés szempontjabol. A szorasok és korrelaciok becslé-
sének el6készits lépéseként meg kell vizsgalni, hogy van-e trend az adatokban (lasd az
el6z6 pontot), és csak trend nélkiili adatmintakon szabad szamolni.

A korrelaciok a kovariancidk "normalizalt" fajtai. A mért D[1,k] = D* mintabe-
li két d;(r) és d;j(s) adatelem (mint skalarértéki valosziniiségi valtozo) korrelaciojat a
(1.13) kovariancia normalizalasaval a kovetkezéképpen definialjuk
(3 )y g - .
Vo {di(r)}o*{d;(s)}
ahol o2{d;(r)} és 0?{d;(s)} a két adatelem szorasnégyzete. Kénnyen belathato, hogy

a korrelacio vagy korrelacios egyiitthatd abszolat értéke nulla és egy kozé esik, azaz

0 < p{d;(k).dy(s)} <1
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Célszerti az adatelGkészités soran egy d;(r),r = 1, ..., k adatfajta nmagéaval kiilon-
b6z6 idGpillanatokban vett tgynevezett autokorrelacios fiiggvényét, valamint minden
lehetséges adatfajta paronként (minden ¢, j parra) és minden lehetséges idékiilonbségre
(minden r, s parra) vett korrelacidinak becslését kiszamitani. A becslést tgy végezhet-
jiik, hogy a (8.3) egyenletben az F varhato érték operator minden eléfordulasa helyett
mintakozéppel (lasd (8.2) egyenlet)

A korrelacios egyiitthatok elemzésével az alabbi kovetkeztetések vonhatoak le.

1. Nagy korrelacios egyiitthaté deteminisztikus kapcsolatra utal az érintett valtozok
kozott.

2. Ha egy adatfajta autokorrelacios fiiggvéye minden (r — s) iddkiilonbségre kozel
nulla, kivéve az (r — s) = 0 esetet, ahol definicié szerint kozel egynek kell lennie,
akkor az az adatfajta kozelitGleg fehérzaj folyamatnak tekinthetd.

8.1.4. Kiugré értékek

A kiugro értékek fogalmét nehéz matematikai értelemben pontosan definialni, hiszen
egy normalis eloszlasti valoszintiségi valtozobol vett mintdk nem nulla (igen kis) va-
loszintiséggel elven barmilyen nagy és barmilyen kicsi értéket felvehetnek. Ezért gya-
korlati szempontbol kiugréd értéknek tekinthetiink egy mért adatot, ha annak relative
nagysaga, azaz ||d(i) — d|| a mintakdzepet d-vel jellve és az eltérést egy alkalmas ||.||
vektornormaban mérve, sokkal nagyobb, mint a mérési hibak szorasa.

A nyilvanvalé kiugré értékek az adatok egyszerd vizudlis Aattekintésével is
meghatarozhatoak. Léteznek bonyolultabb, matametikai statisztikai modszereken ala-
puld kiugro érték vizsgaldé modszerek is, amelyek alapja a mintaelemek normalitasvizs-
galata y? probaval, természetesen normalis eloszlasii mérési hibakat feltételezve.

8.2. Kisérlettervezés

A matematikai statisztikdban hasznalatos kisérlettervezés célja, hogy a mérési ponto-
kat, azaz a minta elemeit gy valasszuk meg, hogy a becsiilt paraméterek statisztikai
tulajdonsagai el6nyosek legyenek: adott mérési hiba nagysig esetén példaul a lehets
legkisebb szorastuak és korrelalatlanok legyenek a becsiilt értékek. A paraméterbecslési
céla kisérletek tervezése dinamikus rendszerek esetében a fenti feladatkittizésnél 1énye-
gesen bonyolultabb, hiszen még nyilt hurku (visszacsatolast nem tartalmazé) rend-
szerek esetében is csupan a rendszer bemenetei valaszthatéak tetszés szerint, az erre
adott rendszervalaszt, azaz a kimeneteket a rendszer altalunk nem ismert dinamikéja
hatarozza meg.

Ez azt jelenti, hogy a d(7), i = 1,...,k mért érték vektorok elemei szétvalasztha-
toak két részre: a bemeneteket és a kimeneteket leir6 részre, azaz
D[, k] = { d() | d(i) = [y(i)" w(i)']", i=1,--- k} (8.4)

ahol d(i) € R” az i id6pillanatban mért érték vektort, y(i) € R™ a kimenet, és u(i) € R"
a bemenet vektort jeloli gy, hogy v =m + r.
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Dinamikus rendszerek paramétereinek becslésénél a kisérletek tervezésénél az alabbi
néhany legfontosabb szempontra kell figyelmet forditani:

1. a mintavételezési id6 megvalasztasa,
2. a mintaelemszam megvalasztasa,
3. elegendd gerjesztés biztositasa.

A kovetkezSkben ezeket a szempontokat vessziik kissé tiizetesebben szemiigyre.

8.2.1. A mintavételezési id6 megvalasztasa

A dinamikus rendszerek egy jelentds, tilnyomoénak is mondhato része folytonos ideji, a
paraméterbecslést viszont majdnem kizarolag diszkrét rendszermodellek hasznalataval
végezziik. A folytonos jelek és rendszerek megfelel§ mintavételezése, és mintavételezési
idejének megfelel6 megvilasztasa ezért kulcsfontossagi a parméterbecslés sikeressége
érdekében. A mintavételezési id6t a rendszer dinamikijahoz és a mért minta sziikséges
hosszéhoz igazodva valasztjuk meg.

A mintavételezési id6 megvélasztasa szoros kapcsolatban van a mérési pontok sza-
méanak, azaz a minta hosszanak megvalasztasaval. Arra torekszink, hogy elegendden
gyors mintavételezést biztositsunk elegendden hosszi ideig.

Ezen tilmen&en azt szeretnénk, ha a rendszer valamennyi jellegzetes és modellezni
kivant idGallandojara (valamennyi polusdnak megfelels karakterisztikus idejére) tartal-
mazna informéciot a mért minta, még a leggyorsabbra és a leglassabbra is. FEzért a
mintavételezési iddt dgy célszerd megudlasztani, hogy az a leggyorsabb (legkisebb) karak-
€s a mintavételezési 1dd szorzatdat pedig ugy, hogy az a leglassubb idddllandojinak leg-
aldbb a négyszerese legyen.

8.2.2. A mintaelemszadm megvalasztasa

A paraméterbecsléshez sziikséges mérések szama fiigg az egy mérési sorozatban (min-
taban) 16v6 meérések kp szamatol és attol, hogy az adott teszt input-sorozatot hanyszor
ismételjiik meg (kr). Ha megismételjiik a teszt input-sorozatot, akkor jobb becslésiink
lesz a mérési hibak szoérasarol, amely igen hasznos lehet, ha a becsiilt paraméterek
josagat szeretnénk megitélni.

A mintaelemek szaméat alapvetGen a rendszer rendje, azaz allapotvaltozoinak szama,
és a becsiilends paraméterek szama hatarozza meg. Altalanossagban azt mondhatjuk,
hogy a mintaelemek szamdnak sokkal nagyobbnak kell lennie, mint a rendszer rendje
és a becsiilni kivdant paraméterek szdma.
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8.2.3. Elegendd gerjesztés biztositasa, tesztjelek

Ha egy dinamikus rendszer paramétereit becsiilni szeretnénk, akkor a rendszer dina-
mikajat "elegendGen" gerjeszteni kell. Bar zavarasok és egyéb zajforrasok valamennyi
valodi rendszerben jelen vannak, ezek valtozasa altalaban nem elegendd arra, hogy
egy megfelels "jel/zaj viszonyt" alakitsanak ki paraméterbecslési célra. Ezért majd-
nem minden esetben valamilyen alkalmas tesztjel-sorozatol adunk additiven a rendszer
"szokdsos" bemenetéhez, hogy a kelld és elegendd gerjesztést biztositsuk.

A 3.3 pontban maér sz6 volt az elegendGen gerjeszté bemenet alkalmazasanak sziiksé-
gességérdl és arrol, hogy ennek hianya okozhatja azt, hogy a becsiilt értékek nem lesznek
még aszimptotikusan sem torzitatlanok. Az "elegendd gerjesztés" sziikséges feltétele-
ként pedig azt koveteltiik meg, hogy a bemenetek legyenek fiiggetlenek a rendszert ért
egyéb zajoktol és zavarasoktol, valamint, hogy 6nmagaban a bemenet fehérzaj, vagy
legalabb kozelit6leg fehérzaj legyen.

A fenti kévetelményeknek megfelels, am egyszerii tesztjel a paraméterbecslési célra
leggyakrabban alkalmazott PRBS vizsgdldjel, angolul Pseudo-Random Binary Sequen-
ce A PRBS vizsgalojel megfelel§ gerjesztést biztosit, de viszonylag hosszu kisérleti id6t
(sok mintavételi pontot) igényel és nem zavarja meg a rendszer normaélis miikodését
talsagosan.

A PRBS vizsgalojel csak két kiilonboz6, altalunk el6re meghatarozott értéket ve-
het fel, amelyek kozott véletlenszertien megvalasztott idépillanatokban ugral, azaz az
ugrasok kozti idétartam véletlen valtozo.

A PRBS vizsgalojelet paraméterbecslési célra egy adott rendszerhez gy kell meg-
valasztani, hogy

e az alap ugrési inervallum és a mintavételezési id6 a becsiilni kivant rendszermo-
dell legkisebb idGallanddjanak egyotéde legyen,

e a mintaelemek szdma, azaz a PRBS sorozat hossza korélbelol a legnagyobb id6-
allando 6tszordse legyen.



9. fejezet

Gyakorlat anyaga, példatar

9.1. A legkisebb négyzetek modszere

9.1.1. ARX modellstruktira paramétereinek legkisebb négyze-
tes becslése

Feladat: Tekintsiik a kovetkez6 ARX modell-strukttrat:
A*(q )y(k) = B*(q"")u(k) + e(k) (9.1)
amely a kévetkezGképpen is felirhato:
y(k)+ay(k—1) 4+ apy(k —ng) = byu(k — 1) + - - - 4+ by, u(k — np) + e(k) (9.2)
Irjunk olyan MATLAB-fiiggvényt, amely elvégzi a @ = [a1 ... ayn, by ... by,]" paraméter-
vektor legkisebb négyzetes becslését, ha adottak a rendszer mért bemeneti és kimeneti

vektorai (u és y), valamint a modell rendjét megadé n, és ny, pozitiv egész szamok.
Megoldas: A regresszios prediktiv modell alakja a kévetkezd:

§(k|0) = 0" (k) (9.3)
ahol
(k) =[—y(k = 1) —y(k —nq) u(k —1) ... u(k —ny)] (9.4)

A fentiek alapjan egy lehetséges megoldas a kdvetkez6:

function theta = ls_arx(y, u, na, nb)
N = size(y, 1) - na;
y_hat = y(na + (1:N));
phi = zeros(na + nb, N);
for i = 1:na
phi(i, :) = -y(na - i + (1:N));
end
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for i = 1:nb
phi(na + i, :) = u(nb - i + (1:N));

end
tmpl = zeros(na + nb);
tmp2 = zeros(ma + nb, 1);

for k = 1:N
tmpl = tmpl + phi(:, k) * phi(:, k)' / N;
tmp2 = tmp2 + phi(:, k) * y_hat(k) / N;
end

theta = tmpl \ tmp2;
end

9.1.2. Allapotvaltozéiban nemlinearis rendszer paramétereinek
legkisebb négyzetes becslése

Feladat: Adott egy két egymashoz kapcsolt tartalybol allo fizikai rendszer (1d. a 9.1.
abrat), amelynek folytonos ideji modellje a kévetkezo:

dhy (t) . Ube<t) Acsl

i A A4 2gh1(t) (9.5)
dhs (1) _ Aen v 2ghy(t) — Acsz 2gha(t) (9.6)
dt Ay Ay

ahol a paraméterek és valtozok jelentése:

o A, Ay az 1. és a 2. tartaly alapteriilete [m?]

o Ao, Acso: Az 1. és 2. tartaly kifolyocsovének keresztmetszete [m?]

o, e, ~ m
e ¢: gravitacios gyorsulés [—2}
s

3
m
e Uy.: az els@ tartalyba feliilrél beémls folyadék térfogatarama {—}
s
e hy, hy: az els6 és a masodik tartaly folyadékszintje [m]

Irjunk olyan MATLAB eljarast, amely a rendelkezésre allo vizszintmeérésekbél legkisebb
négyzetes becslést ad a két tartaly kifolyocsoveinek keresztmetszetére. Pontosabban:
ismert Ay, As és g, hi-et és ho-t mérjik (a mintavételi id6t jeloljiik ¢-sel), adjunk
becslést A, -re és A qo-re.

Megoldas: A modellegyenletekbdl lathatd, hogy a feladat megoldasahoz elegen-
dg6 csak a (9.6) egyenletet hasznélni, hiszen abban a paramétervektor mindkét eleme
megtalalhato. Mivel a mérési adatok diszkrét idében allnak rendelkezésiinkre, at kell
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Vbe

N

2 |
LAcsz
A2
\VZ

9.1. abra. 2 tankbol all6 rendszer sematikus abraja

konvertalnunk a folytonos ideji modell 2. egyenletét diszkrét idébe. Erre a legegysze-
riibb lehetdség az Euler-approximéacio, amivel a kovetkezd (regresszios) modellt kapjuk:

hall + 1) = ha0) _ Ao oy Ao g (0.7

ts

Végiil kovetkezzen a paraméterbecslést elvégzé Matlab-eljaras programkodja.

function theta = t2_est(hl, h2, A2, ts)
g = 10;
N size(hl, 1) - 1;

y (h2(1 + (1:N)) - h2(1:N)) / ts;
phi = [ sqrt(2 * g * h1(1:N)') / A2;
-sqrt(2 * g x h2(1:N)"') / A2];

tmpl zeros (2) ;

tmp?2 zeros (2, 1);

for k = 1:N
tmpl = tmpl + phi(:, k) * phi(:, k)' / N;
tmp2 = tmp2 + phi(:, k) * y(k) / N;

end
theta = tmpl \ tmp2;
end
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9.1.3. Paraméterében nemlinearis modell identifikdciéja nume-
rikus moédszerek segitségével

transzformacioval Fel-

Ez a modell konnyen transzformalhato linearissa b =
exp(a

adat: Tekintsiik a kovetkezd differenciaegyenlettel leirt diszkrét idej rendszert:

ylk+1) = y(k) + b5u(k) + e(k) (9.8)

1
exp(a)
Ha adottak az y és u mérési adatok, adjunk becslést a értékére.

Megoldas Lathato, hogy (9.8) az a-val jelolt paraméter nemlineéris fiiggvénye. A
kvadratikus kritériumfgiigvény minimalizalasara két modszer kinalkozik:

e Minimalizalas valamilyen numerikus modszer segitségével

e A kritériumfiiggvény derivaltjanak megoldasa O-ra szintén valamilyen alkalmasan

kivalasztott numerikus algoritmussal.
Nézziik meg a fenti két lehet6ség MATLAB-o0s implementaci6jat.

A kvadratikus kritériumfiiggvény példaul a kdvetkez6 MATLAB filiggvény segitsé-
gével értékelhetd ki:

function V = quad_crit(y, u, a)
N = size(y, 1) - 1;
V = 0;
for k = 1:N
V=V+ 0.5/ N=x* (y(k + 1) - exp(-a) *x y(k) - 5 %
u(k))~2;
end
end

A fiiggvény minimalizalasa torténhet a kovetkez6 parancssorral:

a = fminsearch(@(a) quad_crit(y, u, a), a0);

ahol a0 a numerikus eljarasnak megadott kezdGérték.
Ha a kritériumfiiggvény derivaltjat szeretnénk megoldani O-ra, akkor a derivalt ki-
értékelését a kovetkezdképpen oldhatjuk meg:

function dV = quad_der(y, u, a)
N = size(y, 1) - 1;
dv = 0;
for k = 1:N
dv = dv + (y(k + 1) - exp(-a) * y(k) - 5 * u(k)) *

y(k) * exp(-a) / N;
end
end
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Amit a kovetkez6 parancssorral oldhatunk meg 0-ra:

a = fsolve(@(a) quad_crit(y, u, a), a0);

ahol a0 a numerikus egyenletmegoldé eljaras kezd&értéke.

9.2. Rekurziv paraméterbecslé eljarasok

9.2.1. A rekurziv gradiens moédszer alkalmazisa id6ben allando
paraméter becsléséhez

Ez a modell konnyen transzformalhato linearissa b = In(a) transzformacioval Feladat:
Adott a kdvetkez6 diszkrét ideji rendszer:

y(k+1) = In(a)y(k) + u(k) + e(k) (9.9)

ahol u-t és y-t mérjitk (mérési hibaval), és az a paraméter értékét szeretnénk megha-
tarozni. Irjunk olyan Matlab-fiiggvényt, amely rekurziv gradiens modszerrel végzi el a
becslést.

Megoldas: A predikcios hiba kozelitése:

é(k,é):: y(k+1) —In(a(k — 1))y(k) — u(k) (9.10)
A predikciés hiba negativ gradiense a paraméterre nézve:
b(k,0) = ——— 11

A rekurziv gradiens modszert megvaldsité Matlab-fiiggvény ennek alapjan a kdvetkezo:

function a_est = rec_grad(y, u, PO, a0)
N = size(y, 1) - 1;

a_est = zeros(N + 1, 1);
a_est (1) = a0;
P = PO;

for k = 1:N
epsilon = y(k + 1) - u(k) - log(a_est(k)) * y(k);
psi = (1 / a_est(k)) * y(k);
P =P/ (1 + psi~2 * P);
a_est(k + 1) = a_est(k) + P * psi * epsilon;

snehogy negativ szamnak vegyuk a logaritmusat
if a_est(k + 1) <= 0
a_est(k + 1) = 0.5;
end
end
end
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A fiiggvény tarolja az osszes diszkrét idGpillanathoz tartoz6 becsiilt paraméterérté-
ket, igy vizsgalhaté a valodi értékhez valé konvergencia.



