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Prediktiv modellek paramétereinek ML becslése 1.

A teljes valészinuségi modell

M(0) : g(k | 0) = g(k, D*~1;0)
e(k,0) =y(k) —y(k | 8) fuggetlenek,
adott f.(x;k;#) surusegfliiggvéennyel
A likelihood fuggveny és a maximum likelihood becslés
A ¢(k, 0) hibak fuggetlenek, igy az egyuttes suruségfliggveny:
N

Fy(0;9™) = 1] f-(w(@) — g(i, D*~%;6),i; 6) Hfs(€%9 i; 0)

=1
a log-likelihood fliggveny pedig

l(e,0,k) =—1In f.(g, k;0)
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Prediktiv modellek paramétereinek ML becslése 2.

A ML becslés:
1 N
2 NN . L . -
Opr(y) = arg min — ;_1 l(e(i,0),1;0)
A LKN becslés:

N
. 1
O (y™) = arg min Vy(0,yY) , Vn(9,DV) = Z e(
N =

1
0c Dy, 2

Lathato, hogy a ML becslés a LKN becslés abban a specialis esetben,
ha a veszteségfiiggvenyt a

N
Vi (0,y™) = % Y —In fo(c(4,0),4;0)

=

alakura valasztjuk.
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A BAYES BECSLES MATEMATIKAI ALAPJAI
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A véletlen Bayes féle fogalma

Bayes ertelemben véletlen valtozonak tekintiink minden valtozot vagy
akar paramétert is, amely nem ismert elotttink, mint megfigyelok elott.

llyen értelemben az ismeretlen 6 rendszerparaméterek
valdszinlisegi valtozéknak tekintend  OK.
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A Bayes formula: klasszikus eset

Legyenek adva az alabbi B; esemeéenyek illetve P(B;) valoszinlsegeik:
* By,Bs,...,B, € Beseményalgebra, ahol

® Bi,B»,..., B, telies eseményrendszert alkot, azaz UY | B; = Q
es Bj M Bz = @
®* P(B;) >0 1=1,2,...,N

_ P(BxNA)  P(A|By)P(By)
PBel A) = —py— = SN P(A| B)P(B)
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Bayes formula feltételes valdszinlsegi strlseégfliggvenyekre

Adott
(1) az a valoszinlseégi valtoz6 slrldségfuggvénye: p(a) = f,(x),
(2) az a és b egylttes sdrdsegfuggvénye: p(a,b) = fop (1, :c2),
(3) az a-nak a b-re vonatkozo feltételes s.f.-e: p(a|b) = fupp) ()

pole) = P8 g = [ plaby
p(a.b) _ plab)p(t
pbla) p(a) [ p(a,b)db
(P | 4) — PB4 PAIBIPBY

P(A) SN P(A| B)P(B;)
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A Bayes formula tobb felteteles strlsegfliiggvenyre

A feltételes és egyiittes surlségfiiggvenyekre vonatkozo dsszefligges:

p(a,blc) = p(alb, c)p(blc) , pla,blc) = p(bla,c)p(alc)
es

p(ble) = /Q p(a, blc)da

Ekkor a Bayes formula:

plalbc) = - =
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A lancszabaly

A lancszabaly a feltételes es egydittes sirldsegfliggvényekre vonatkozo

p(a,b) = p(alb)p(b)

0sszefliggés altalanositasa tobb (V) valészinlségi valtozora.

A lancszabalyt rekurziv modon vezethetjuk le:

P(CCN,CCN—1,---,331) — p<37N|xN—17---7551>p(xN—175’7N—27---7551>
— p(flfN|$N—1, e ,wl)p(xN—l\fEN—z, e 75171) . -P(fl?l)
N

(H p(il?k;lflfk—l, e 7561))}7(331)

k=2
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DINAMIKUS RENDSZEREK PARAMETEREINEK
BAYES-BECSLESE




Dinamikus rendszerek prediktiv Bayes modellje — 1

Egyszerlseg kedvéert: SISO eset.

LTI rendszerek bemenet-kimenet modelljének Bayes féle ala  kja az alabbi
felteteles surlségfuggveny:

p(y(k) | u(k), D*7)

amely alkalmas elorebecslésre és szabalyozotervezésre is, de nem
szerepelnek benne a 6 rendszerparaméterek.

Parametrizalt prediktiv bemenet-kimenet modell Bayes-fé le alakja :

p(y(k) | u(k), D", 0)

A fenti parametrizalt rendszermodellt, azaz a fenti feltételes surlségfiggvény
alakjat a Bayes paraméterbecslésnél adottnak tételezziik fel.
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Dinamikus rendszerek prediktiv Bayes modellje — 2

A nem parametrizalt bemenet-kimenet modell a parametrizalt alakbal:

p(y(k) | u(k), D*)

/ p(y(k), 8 | u(k), D*~1)dp

B / p(y(k) | 8, u(k), D*~)p(8 | u(k), DF~")do

A 0 paraméterek Bayes féle becslése a p(f|u(k), D*1) feltételes
sdruseégfuggveény, amely azonban parameterbecslés esetén nem fligg
u(k)-tol, mint feltételtol, hiszen az egy altalunk beallitott determinisztikus
valtozo

p(0 | u(k), D"~1) = p(6 | D" 1)
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Rekurziv parameterbecslés a Bayes formulaval — 1

Egy rekurziv Iépés : A 6 paraméterek Bayes becslése a p(6| D) feltételes

slrdségfuggveény, amelyben szétvalasztjuk a jelen k idopillanat ésa k — 1
idopillanatig beérkezett adatokat:

p(0 | D*) =p(0 | y(k),u(k), D*~1) = p(0 | y(k), D*~1)
A feltételes sUrlsegfliggvenyekre vonatkozo Bayes formula
p(bla, c)p(alc)

S0l o)
b~yk) , a~0 , c~ D!

p(a‘b, C) — f

szereposztassal alkalmazva kévetkezo rekurziv formulat adja:

_ ply(k) | D**,0)p(6 | D*1)
PO D7) = [ p(y(k) | D*=1,0)p(0 | Dk—1)d0
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Rekurziv parameterbecslés a Bayes formulaval — 2

 p(y(k) | D*1,6)p(6 | DFY)
PO DY) = ) | DT, 8)p(@| DFT)ap

A formula jobboldalan szereplo, fizikai értelemmel is bird részek
°* p(0 | D*~1) az el6z6 k — 1 id6pillanatbeli becslés,
* p(y(k) | D*=1, 0) az adott parametrizalt rendszermodell,

® a nevezOben pedig egy normalizalasi tényezo.
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Rekurziv paraméterbecslés a Bayes formulaval — 3

Nem rekurziv Bayes paraméterbecslési formula Az egyléepéses

p(y(k) | D5=1,0)p(0 | D*1)
J p(y(k) | DE=1,0)p(0 | D*~1)d6

p(6 | D¥) =

Bayes paraméterbecslo formulabdl a lancszaballyal:

T p(k) | D1,0)] 5°(0)

Ny _

ahol
p’(0) = p(0 | DY)

az ugynevezett prior vagy kezdeti becslées és NORM egy normalizald
tényezo.

IDENT el6adas 5a — p. 16/2



A Bayes paraméterbecsleés tulajdonsagai — 1

1. A becslési eljaras eredménye a p(9| DY) feltételes valdsziniiségi
slrdsegfliggvény.

Ez a modszer elméleti ereje és alkalmazhatésagi gyengesege
egyben.

Elméletileg a becstilt 8 paraméterekre vonatkozo teljes statisztika
rendelkezésre all, nemcsak aszimptotikusan, hanem véges
esetben is, ehhez azonban egy fliggvényt kell(ene) minden
lepésben kiszamitani.
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A Bayes paraméterbecslés tulajdonsagai — 2

2. A becslés maga a Bayes formulabol adoddan természetében
rekurziv , végrehajtasahoz a p(y(k)|D*~1, 0) parametrizalt
rendszermodellen kiviil a p® () prior vagy kezdeti becslés  iS
szukséges. A prior becsléssel a paraméterekrol rendelkezésiinkre
allé technoldgiai, fizikal vagy Uzemeltetoi tudas épithetd be a
paraméterbecslésbe elméletileg tiszta, és jol kdvethetd modon.

3. Belathato, hogy autoregresszios bemenet-kimenet modell és
normalis eloszlasu becslési hiba, valamint normalis
eloszlasu prior becslés mellett a Bayes becslés a standard
rekurziv legkisebb négyzetes (LKN) becslésre vezet , tehat
ilyen esetben j6l szamithato.
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A MAXIMUM A POSTERIORI (MAP) BECSLES
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Maximum a posteriori (MAP) becslés — 1

A nem rekurziv Bayes paraméterbecsl 0 formula ML alakja A

[Hivzl p(y(k) | D1, 9)] p°(6)

Ny _

formula szamlaléjaban a mért y(k), k = 1, ..., N kimenetek p(y" |0) egylittes
slrdsegfliggvénye all

N

p(y™10) = [ [ p(y(k)|D*1,0)
k=1

hiszen a Bayes becslésnél is a rendszer prediktiv teljes valoszinldseqi
modelljét hasznaljuk fel.
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Maximum a posteriori (MAP) becslés — 2

A maximum a posteriori becslés elve

A maximum a posteriori becslés a Bayes becslésb 0l szarmaztathatdo ugy,
hogy a becslés eredményeképpen kapott teljes p(6| DY) valészinliségi

sdrdsegfuggveény helyett annak egy pontbecslését, méghozza a maximum
likelihood elve (legnagyobb valoszinlseg elve) alapjan k éepezett
pontbecslését hasznaljuk.
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Maximum a posteriori (MAP) becslés — 3

A Bayes paraméterbecslés nem rekurziv alakja:

Ny _ PN [ 0)p°(0) - N
pl|y™) = o) fy(0;57 ) go(0)

Ebbdl a maximum likelihood elven képezett becslés a Maximum A Posteriori
(MAP) becslés:

Opap(yY) = arg max [f, (059" )go (0)]
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