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ISMETLES
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LKN becslées paraméterekben linearis esetben

A predikcios hiba:
e(k,0) = y(k) — 6" p(k)

A minimalizalando kriteriumfliggveny:

N
Wiy GDN—lz
k=1

07 o(k)]”
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aminek minimalis értéke 6 fliggvényében adja az LKN-becslést:

) | N -1 | N
Ors = [N > sO(k)soT(k)] < D e(k)y(k)
k=1 k=1
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A REKURZIV PARAMETERBECSIO ELJARASOK
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A rekurziv paraméterbecslo algoritmusok altalanos alakja

O(k) = F(0(k — 1),8(k), Z(k))
S(k) =H(S(k—1),0(k — 1), Z(k))

® §(k) a becsiilt paramétervektor értéke a k-adik idépillanatban;
® Z(k) arendelkezésre all6 mérési adatok értéke a k-adik id6pillanatban;
® S(k) a segédvaltozo ;

® [ és H valamilyen elv szerint megvalasztott  vektor bemeneti és vektor értékii
flggvények .

A rekurziv paraméterbecslés alapproblémajaaz F és H fliggvények megvalasztasa.
Lathato, hogy a becstilt paramétervektor ertékének frissitéséhez csak az el6z06

id pillanatban rendelkezésre allé becsllt paramétervektor - és segédvaltozo értekek
valamint az aktualis meért adatok sztiksegesek.

Rekurziv becslésekkel kezelhet 6ek az id 6ben lassan valtozd, de nem szigordan
id Ginvarians rendszerek paraméterbecslésének esetei is.
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Rekurziv parameterbecslés

El6nyok:

® Az adatok feldolgozasa "on-line" médon torténik, nincs szl kség nagy
mennyiségl adat tarolaséara.

® Az algoritmus mikodése kozben is eldonthet 6, hogy mikor érte el a becslés a
kivant pontossagot.

® A rekurziv algoritmusok a modell-struktira finomitasat is kisebb szamitas- és
id 6igénnyel végzik el, mint nemrekurziv megfelelbik.

Hatranyok:

® Egy adott rekurziv algoritmus futattdsakor még az inditas el 6tt el kell donteni,
hogy milyen modell-struktarat hasznalunk , mig "off-line" esetben kiulénb6z6
struktarakat is kiprébalhatunk.

® A rekurziv algoritmusok (kevés kivétellel) nem adnak olyan pontos becslést,
mint a nemrekurziv modszerek . Kelloen nagy adatrekordok esetén ez a
kiulonbség azonban jelentéktelenné valik.
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A rekurziv legkisebb négyzetek modszere 1

A dinamikus rendszerek széles osztalyat diszkrét idében leir6 regresszios modell a kdvetkezo:

y(k) = 0" p(k) + v(k) (1)

A parameéterbecslés sulyozott celfiggvény e:

1 & .
_Nz:: o [y(k) — 67 (k)] @

A paramétervektor legkisebb négyzetes becslés ét ado statisztika a Vi (6) minimuma 6-ra
nézve:

OLs(N) = [Z aye(k) T(k)] > are(k)y(k) (3)
k=1

Ez rekurziv alakra hozhatd .
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A rekurziv legkisebb négyzetek modszere 2

Vezessik be a kdvetkez0 jelolést:
B t
R(t) =) app(k)e” (k)
k=1

R(t — 1) = R(t) — arp(t)p” (t)
(3)-bdl kapjuk, hogy

Zakgp(k [Z agp(k)e ] O(N)

7

Vv

R(N)

Ha az 6sszegzést N helyett t — 1-ig végezzik, a kovetkezd egyenletet kapjuk:

S~ areplk)y(k) = R(t — 1)t — 1)

(4)

(5)

(6)

(7)
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A rekurziv legkisebb négyzetek modszere 3

A (6) egyenletbdl kiindulva a fenti 6sszefliggések felhasznalasaval kapjuk:

6(t) = R™\(t) [Z ook y(k] R(1) [Z are(k)y(k) +Oztso(t)y(t)]

k=1

= R () |[R(t— )0t — 1) + arp()y(®)]

= R71(0) | (R(®) — arp9” (1)) 6(t = 1) + arip(t)y(0)|

= RL(t) [R®)0( — 1) — arp)eT (8t — 1) + arp(t)y(t) | =
= RTYO{RMO(t — 1) + asp(y) |~ (00 — 1) + y(0) |}

= 0(t = 1) + R ()p(B)as |y(t) — 67 (¢ — 1) (t)|

A rekurziv legkisebb négyzetek algoritmusanak els 6 alakja:

6(t) = 0(t — 1) + R ®)p(B)axe |y(t) — 07 (t — 1)ep(®)]

R(t) = R(t — 1) + argp(t)e” (1)

matrixot (R) kell invertalni. IDENT eléadés 4.b — b, 9/



Matrix inverzios lemma

Lemma: Legyenek A,B,C és D olyan matrixok, hogy az [A + BC D] matrix létezik, kvadratikus

és invertalhatd, valamint A és C invertalhato. Ekkor igaz a kdvetkez6 egyenl6ség
[A+BCD]"'=A"'—A"'B[DA"'B+C~ '] ' DA™!
Ekkor a P(t) = R~1(t) jelolésssel igazak a kovetkezd egyenldségek:

P=Ht) = Pt — 1) + arp(t)e” ()

P(t) = [Pt~ 1) + p()euie™ (5)]

Ha a matrix inverziés lemmat erre alkalmazzuk, a kovetkezd kifejezést kapjuk:

1
PO) = Pt-1)- Pt e [T OPC-Dp®+ | T@OPE-D

Ot

P(t—1) — P(t —1)p(t)p! (t)P(t — 1)
oy T TP —1)e(t)
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A rekurziv legkisebb négyzetek modszere 4

A rekurziv legkisebb négyzetes becslés algoritmusanak gya korlatban hasznalt formaja

_ o1y PE=De@®)eT (#)P(t 1)
P(t) = P(t — 1) L+ T ()Pt — D)p(t)

6(t) = 0(t — 1) + @ P(D)p(t) [y() — 87 (¢ — () |

A kezdeti feltételek megvalasztasa

Az algoritmus inditasakor (a to idépillanatban) sziikség van P matrix és 6 vektor kezdeti

értékére, amibdl a tovabbi értékeket szamitjuk. A kezdeti feltételek megvalasztadsanak
szokasos modja a kovetkezo:

to —1
P(to) = [Z Oéksﬁ(k)SOT(k)] (8)
k=1
O(to) = P(to) D, cxep(k)y(k) (9)
k=1

ami egy néhany mintan elvégzett hagyomanyos (nemrekurziv) leg kisebb négyzetes
becslés. Igy garantalhatd, hogy a rekurziv algoritmus becs ult paraméterének kezdeti

értéke nem lesz tulsagosan tavol a valodi paraméterértékt  6l.
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REKURZIV GRADIENS MODSZER




A probléma leirasa

A legkisebb négyzetes parameéterbecsles kriteriumfliiggvenyének
minimalizalasakor nagyban megkdnnyitette a helyzetlinket, hogy a
regresszios modellben a prediktor kimenete linearisan fligg a
paramétervektor elemeitol (paraméterekben linearis model ).

A gyakorlatban azonban sokszor adodik olyan modell, amikor ez a
linearis 6sszefliggés nem teljesil. Mi a teendo ilyenkor?

Ha a kvadratikus kriteriumftiggveny

(Vi (0) = S0, [w(k) — §(k|6)]%) analitikusan nem

minimalizalhato, akkor célszerl valamilyen numerikus

szeéls oértek-keres 0 eljarast alkalmazni. Azonban a nemrekurziv
megoldasok nagy szamitas- ésid Oigénye gyakran nem teszi

lehet 6vé gyakorlati alkalmazasukat.

Szerencseére ebben az esetben is rendelkezésiinkre allnak az
algoritmusok kedvez 0Obb szamitasi tulajdonsagokkal rendelkez 0
rekurziv valtozatai , amelyek kozil a gradiens modszer t mutatjuk be.
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KoOzelitések a rekurziv gradiens modszerhez

A predikciés hiba definicioja a kdvetkezo volt:

e(k,0) = y(k) — 9(k|0)

Jelbljuk -vel e-nak a # paraméter szerinti negativ parcialis derivaltjat:

d

bk, ) = [—@g(/@, 9)] )

Mivel 6 valodi értékét nem ismerjik, az eljarasban -t és -t a
kovetkezoképpen kozelitjik :
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A rekurziv gradiens modszer

A paraméterbecs| 0 algoritmus a kbvetkez 0:

Az algoritmus inditdsahoz szilkséges P és 6 kezdeti értékének
megvalasztasa, amikt 0l fligg a konvergencia gyorsasaga.
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ID6BEN VALTOZO PARAMETEREK REKURZIV
BECSLESE
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Problémafelvetés

Az eddig targyalt valamennyi identifikacios eljarasnal azt feltételeztiik, hogy a
becsilni kivant paraméter(vektor) valodi értéke (vagy varhatod értéke) idoben
konstans (idoinvarians rendszerek ).

Ha feltesszik, hogy a paramétervektor értéke id  Oben valtozhat, akkor
ezekkel az eljarasokkal nem tudjuk kévetni az idobeli valtozasokat, hiszen
mindegyikik egy pontbecslést ad a parameterek értékeire.

Olyan algoritmusokra van tehat szikseg, amelyek minden diszkret

id Opillanathoz rendelnek becsilt paraméter értéket (amely k Oveti a
valtozasokat).

A kovetkezokben e probléma néhany gyakran hasznalt megoldasat
Ismertetjuk.
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ldOben valtozo paraméterek kdvetése

Csuszoablakos parameéterbecslés

A csuszoablakos megoldas lényege, hogy a parametervektor adott

id Opillanatbeli értekének becslését csak a legutolso N db medfigyelés
figyelembevetelével végezzik. Az ennél régebbi méréseket egyszerten
figyelmen kivil hagyjuk. Az identifikacios algoritmus lehet barmely eddig
targyalt nemrekurziv vagy rekurziv modszer. Minél nagyobb a
csuszoablak mérete (azaz az egy becsléshez figyelembe vett adatok
szama), annal pontosabb a parameéterbecslés, azonban annal lassabb  an
kovethet 0k paraméterek id Obeli valtozasai.

Fokozatos (exponencialis) "felejtés"

Ebben az esetben a régi mérési adatok az id 0 el6rehaladtaval egyre
kisebb sulyt kapnak a paraméterbecslésben | azaz fokozatosan
"felejtodnek el". Két modszer t mutatunk be:

® Rekurziv legkisebb négyzetek modszere exponencialis
felejtéssel

® Rekurziv gradiens modszer exponencialis felejtéssel
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Rekurziv legkisebb négyzetek modszere exponencialis felejtéssel 1

Tekintstk a kdvetkez6 sulyozott négyzetes kritériumfliggvény  t:

N

Z k)y(k) — 6" o(k)]?
ahol rogzitett N esetén 3(IN, k) monoton n 6 k ndvekedésével. Ezzel

N -t
= [E B(N, k)w(k)wT(k)] [E BN, k)p(k)y (k)
k=1 k=1

Legyen B(t, k) = A(t)3(t — 1, k). Ekkor

Ha \(k) = )\, akkor
B(t, k) = X" Fay

ahol \ az un. felejtési tényez 6 (forgetting factor).
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Rekurziv legkisebb négyzetek modszere exponencialis felejtéssel 2

Vezessik be a kdvetkez0 jelolést:

Ekkor igazak a kovetkez6 egyenl6ségek:

R(t) = A®)R(t — 1) + a®)e(t)e” (t)

t—1
O(t) = R~ (1) [ B(t, k)e(k)y(k) + atw(t)y(t)]

o+
|
L

= R'(t) [ A1)

(]

Bt —1,k)e(k)y(k )+atw(t)y(t)] =

I
=

VS

R k
= R71(t) |MOR(E - 1Bt — 1) + avp(t)y(®))

= BL(t) [R®)8( — 1) + arep(®) [y() — 0T ($)8 - 1)] | =

= 0(t— 1) + R ()p(Bar [y(t) — o7 (©)0( — 1)]
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Rekurziv LKN exponencialis felejtéssel

Legyen P(t) = R~1(t). Ekkor
PY(t) = APt — 1) + arp(t)e” (2)

P(t) = [MOPT (1) + arp(0)T (8)]

Alkalmazva a matrix inverzios lemmat a kdvetkezo6t kapjuk:

Pt—lPtl 1Pt1tTt1Pt1t 1_1TtPt11
“‘E(‘)‘W(‘”’“{“’”Tw(‘)“’(”a} SCLORIPES

Az exponencialis felejtéssel mikdd 06 rekurziv legkisebb négyzetes algoritmus tehat a
kovetkez Oképp 6sszegezhet 6:

_ 1| PlE=De®eT ()P - 1)
P(t) D [P(t b 28 1 QT ()Pt — 1)p(t) ]

6(t) = 0(t — 1) + e P(£)p(®) [y(t) — 978t — 1)]
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Rekurziv legkisebb négyzetek modszere exponencialis felejtéssel 3

Az algoritmus paramétereinek megvalasztasa

* A kezdeti feltételek megvalasztasara ebben az esetben is igazak
a rekurziv legkisebb négyzetes becslesnél leirtak.

® Tovabbi fontos tervezési parameter a felejtési tényez 0. Ha A
értéke kicsi, a becslés gyorsan kdveti a parameéter valtozas ait
(gyors a felejtés), de egyben érzékenyebb is lesz a zajra és az
esetleges modellezési hibakra. Mindennek az ellenkezoje igaz
akkor, ha \ erteke nagy (kozel van 1-hez).
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Rekurziv gradiens modszer exponencialis felejtéssel

ltt csak az algoritmus végs 0 alakjat adjuk meg , a jel6lések azonosak a
rekurziv gradiens modszernél hasznaltakkal.

P() — _ Pk-1)
A(k) + 97 (k, 0)P(k — 1)1 (k, )

A

0(k) = 0(k — 1) + P(k)(k, 0)é(k,6)

ahol a felejtési tényez 6 (\) szerepe megegyezik a rekurziv felejt 0
legkisebb negyzetes becsléesnél leirtakkal.
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