Dinamikus rendszerek parameéetereinek becslése

A maximum likelihood (ML) becslés
A becsllt parameéterek kovariancia matrixa
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Egyuttes valoszinlUsegi surlsegfliggvény

A &, ..., &, skalar ertékl valoszinlségi valtozok egylttes valoszinlseqi
striségfuggvénye egy n valtozés nem-negativ figgveny f(z1, ..., x,),
amelyre

by b

Pla; <x1 <b1, ..., p < xp < b,] = / / flxy, ..., xp)dxy...dxy,
al an

Marginalis valoszinldsegi strisegfliggvény (a 2 valtozos esetben)

fe, (1) :/_ fei .65 (1, 2)d2

Flggetlenség (a 2 valtozds esetben)

f§1,§2 (5131,5132) — f£1 (5131) ' sz (5132)
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Kovariancia martixok

A £ valoszinlségi valtozo vektor értékl, azaz

£ {(w), we, &w)eRH (1)

A valtozé m € R* varhato értéke egy valos vektor.
Varianciaja egy valés elemi négyzetes matrix, az un. kovariancia
matrix:

COV{¢} = B{(¢ — E{€})(€ - E{¢)"}

Ket skalar ertékd valoszinlségi valtozo &; és £; kovarianciaja:

COV{&;, & = E{(& — E{&})(& — E{&D)}

A kovariancia matrixok pozitiv definit szimmetrikus matrixok, azaz

ZCOV{E}z >0 , VzeRH
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Két dimenzids normalis eloszlas

ValoszinlUségi sdriségfuggvény:

1 (x1—mq)? (1—m1)(zg—mo) | (zg—mg)?
_ 1 2(1—1r2) < o2 —ar 0109 + o2 )
flx1,22) = e 1 5
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A predikcios hiba minimalizalasa

A paraméterbecslési médszer: DY — Oy
Feladatkit(izés : Adott

* mért értékek: D[1,N] = D" = {(y(k),u(k)) | k=1,...N}

® prediktiv parametrizalt modell: ¢ (k|0) = g(k, D[1,k — 1];0)
predikcios hiba sorozat (diszkrét ideji
jel): e(k,0) =y(k) —5(klo) , k=1,...,N

°* norma a predikciés hiban: Vy (0, DY) = + Z],le ¢(e(k,0)) ahol

/(.) egy pozitiv skalar ertékl fuggveny, leggyakrabban: /(c) = %52

Az ismert DYV mért érték sorozatbol és a 0 paraméter vektor értékébdl
kiszamithatjuk a Vi (0, DY) norma értéket. A k = N id6pillanatban

valasszuk meg a becstilt 6 paraméter vektort tgy, hogy

Oy = On(DN) = argmein Va (6, DM)
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Peélda: SISO ARX modellek

ALAPESET: Az altalanos alaku input-output modellben a mozgdatlag
tag nulla, azaz a kimeneti rendszerzaj fehér

A*(¢ M y(k) = B*(a~ u(k) + e(k)
A modell prediktiv alakja:
§(k|0) = —ary(k—1)—asy(k—2) - - -—any(k—n)+bou(k)+- - -+bu(k—m)
A paramétervektor:
O=[-a1 —as ... —an by by ... by]"
A predikciés hiba (fehérzaj! ):

e(k) = 9(k|0) — y(k) = e(k)
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LKN becslées paraméterekben linearis esetben

A predikcios hiba:
e(k,0) = y(k) — 6" p(k)

A minimalizalando kriteriumfliggveny:

N
Wiy GDN—lz
k=1

07 o(k)]”

L\.’)Ii—L

aminek minimalizalasa 6 fliggvényében adja a LKN-becslést:

) | N 2 | N
N = [Néw(k)wT(k)] < D e(k)y(k)

IDENT el6adas 4 — p. 8/-



A MAXIMUM LIKELIHOOD (ML) BECSLES
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Valoszinlsegi modellen alapulo becsléesek

Cel: egy ismeretlen 0 paraméter becsléese
Adottak:
- A paraméterrdl informaciot hordozé S(yY) = {y(1),...,y(IN)}
megfigyelések (skalar értékl valoszinldsegi valtozok)
nem feltétlendl fliggetlenek, és azonos eloszlasuak
- Ezek egyiittes valoszinlségi surlségfiiggvenye

f(@;:cl,...,:cN)zfy(Q;:CN) N RYx RY — R

amely fligg az ismeretlen 9 € R? paramétertdl,

- A paraméter becslésére konstrudlt becslé: d(yV), 6 : RN — R4
egy IN-valtozds d dimenzids vektor erteku fuiggvény.
A yYV konkrét megfigyelt értékeket, amelyek determinisztikusak a fenti

becslé formuldba behelyettesitve kapjuk a paraméter 6, = é(yi\’ )
becslését.
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A maximum likelihood becslés elve

Az ugynevezett maximum likelihood becsl 6 a megfigyelt esemény
valoszinlségét maximalizalja.

A medfigyelt mitaelemek f, egyuttes valoszinlségi surlisegfliggvénye
a konkrét megfigyelt yY értékek behelyettesitése utan az ismeretlen 6
parameter egy determinisztikus fliggvénye, amelyet

005 y) = fy(6;95)

likelihood fiiggvenynek nevezlnk.
A maximum likelihood becslés az a

éML(yiV) — argmeaxfy(H;yiV)

érték, amely az egyittes valoszinlségi surlsegfliggvenyt
maximalizalja.
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A ML becslés normalis eloszlas esetén

Normalis eloszlasu val. valtozok esetén az egylttes eloszlas is
normalis lesz, ezért a gyakorlatban a fenti maximalizalas helyett a

arg mgxﬁ(@; yV) = arg mein [—In [£(6; yiv)ﬂ

minimalizalast szoktuk elvégezni ugy, hogy

dIn({)
do

=0

legyen ahol in(.) a természetes alapu logaritmusflggvény.
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A ML becslés fliggetlen és azonos eloszlasu megfigyelésekre

Ha az S(y"V) mintdban szereplé mintaelemek fliggetlen és azonos
eloszlasu valoszinlseégi valtozok, akkor egyittes valoszinlségi
slrdsegfliggvényuk a surtuségfiiggvenyek szorzata:

N
0(6; ) ny<> s | FACE™S
=1

Ekkor a log-likelinood fliggvény 0sszeg alaku:

In Hy* Zlnfyey*
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Peélda: Egy egyszerd maximum likelihood becslés 1.

Minta : fliggetlen skalar ertek( normalis eloszlasu, azonos, de
ismeretlen 6y varhato érték( és mintaelemenként kilénb6zo \;
szorasnegyzetl y(i) valdészinlségi valtozok:

y(i) ~ N(Oo, ;)

Az ismeretlen varhato érték becslese mintak6zéppel:
. N 1 .
Osa(y™) = % D y()

A mintaelemek fliggetlen normalis eloszlasul val. valtozok a

1 _ (z3—6)2

Futy (@6) = =™
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Peéelda: Egy egyszerd maximum likelihood becslés 2.

Az egyittes sdriseégfuggveny:

N

1 (z,—6)2
- Ny _ 2
)= amse ™)

A log-likelihood fliggvényt minimalizaljuk 6 figgvenyében:

A

N - N . N 1 1 o (y(6) — 0)?
Orrr(y ):argmelnlnfy(e;y ):argmeln{—gln%r—iz::liln)\i—i—ig

)
A

}

A ML becslés:

2 Ny 1 ~ y(z)
) = zifil(l/xz-); A

A maximum likelihood becslés figyelembe veszi a mintaelemek
szorasara vonatkozo informaciot is, es egy sulyozott mintak6zepet

‘|—h’a‘s_rrél'b‘€C‘§I62 Kent.
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Prediktiv modellek paramétereinek ML becslése 1.

A teljes valdszinlségi modell

M(0) : g(k | 0) = g(k, D*~1;0)
e(k,0) =y(k) —y(k | 8) fuggetlenek,
adott f.(x;k;#) slrlségfuggvennyel
A likelihood fliggveny és a maximum likelihood becsleés
A ¢(k, 0) hibak fuggetlenek, igy az egyittes slriségfuggveny:
N

Fy(0;9™) = 1] f-(w(@) — g(s, D*~%;6),i; 0) Hfs(€%9 i; 0)

=1
a log-likelihood fliggveny pedig

l(e,0,k) =—1In f.(g,k;0)
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Prediktiv modellek paramétereinek ML becslése 2.

A ML becslés:
1 N
2 NN . L . -
Opr(y) = arg min — ;_1 l(e(i,0),1;0)
A LKN becslés:

N
. 1
O (y™) = arg min Vy(0,yY) , Vn(9,DV) = Z e(
N =

1
0c Dy, 2

Lathato, hogy a ML becslés a LKN becslés abban a specialis esetben,
ha a veszteségfiiggvenyt a

N
Vi (0,y™) = % Y —In fo(c(4,0),4;0)

=

alakura valasztjuk.
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Peélda: ARX modell paramétereinek ML becslése 1.

Ut = ayp—1 + bug_1

ag

e(k,0) = yr — ayr_1 — bug_1 := e(k) fuggetlenek

1 z? . .
felx) = e 202 normalis eloszlasuak
() o\ 2w

Ekkor a mintaelemek egytittes eloszlasfliggvenye:

—(yx — ayp_1 — bug_1)?
exp
202

N
fye) = er(yk—ayk |+ bug 1 =H

k=1
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Peélda: ARX modell paramétereinek ML becslése 2.

A log-likelihood fliggvény:

N

R E—

2
— o\ 2T 20

amely a parameéterek kvadratikus figgvénye. Ennek egyértelmi
minimuma:

Yk — aYr—1 — bug_1
d — ch\rzl 2yk—1 2
—1Inf,(0,y") = 29 =0
do yre N Yk — QYr—1 — bug_1
D k=1 2Uk—1 952

Az a €s b paraméterek ML becslését az alabbi linearis
egyenletrendszer megoldasa adja:

N Yk — aYp—1 — bug_1
Zk:l 2Yk—1 902
N Yk — aYp—1 — bug_1

=0

=0
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A BECSULT PARAMETEREK KOVARIANCIA
MATRIXA:
A CRAMER-RAO EGYENLOTLENSEG ES A FISHER
INFORMACIOS MATRIX

as 4 —p. 20/:



Cramér-Rao egyenlotlenség, Fisher informacios matrix

A becstilt 6 paraméterek "josaga” (torzitatlan becslés!)

=g [9(?/\’) ~ 90} [9(?/\’) - HO]T

kovariancia matrix (valamilyen normaban mért) nagysaga

®* Cramér-Rao egyenlbtlenség a kovariancia matrixra
® Fisher informéacids matrix: also korlat értéke
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Cramér-Rao egyenlotlenség

1. Tétel (Cramér-Rao). Legyen a é(yN ) a # parameter egy torzitatlan

becslése gy, hogy E[0(yN )] = 6, a paraméter valodi értéke, és az yN

minta elemeinek egyuttes valészinliségi sirliség fuggvénye f,(6o; y" ).
Ekkor a é(yN ) becslés kovariancia matrixara az alabbi egyenlotlenség

érvenyes:

A ~ T
E [9(?/\’) — 90} [H(yN) — 90] > M~
ahol M az ugynevezett Fisher informacids matrix

d

gy 00| [ &m0

do

M=F [
0=0,

d2
= —F [d92 In f,(0;y )] »
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ARX modell pelda: Fisher informacios matrix 1

Ut = ayp—1 + bug_1

ag

e(k,0) = yr — ayr_1 — bug_1 := e(k) fuggetlenek
1 22

felx) = e 202 normalis eloszlasuak
() o\ 2w

példaban szerepl6 egyszerli ARX rendszert a 6y = [ag bo]! valddi
parametervektorral. A becslés Fischer informacios matrixa:

M=F

Maaq Mab ]

Mab  MMpb
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ARX modell pelda: Fisher informacios matrix 2

A Fisher informacidés matrix elemei

N
Yk — GoYk—1 — boUk—1
Maa = (Z ka—l 9252 )2
k=1

N N
K — aoYr—1 — bouk—1 K — aoYk—1 — bouk—1
Mab = (Z 2yp 12 / )(Z Qg1 d )

202 202
k=1 k=1
al Y — Aoy bou
- k— G0Yk—1 — O0UK—1 9
My = (kz_:l 2Ug—1 572 )

AZ maq, May, My, €lemekben az {y(k)}1_, és az {u(k)}_,
sztochasztikus folyamatok negyedrend( auto- és keresztkorrelacios
egyutthatoi allnak.
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A ML becslées aszimptotikus tulajdonsagai 1

2. Tétel (Wald-Cramér). Tegyuk fel, hogy az {y(i)}2, fuggetlenek és
azonos eloszlasuak ugy, hogy egydittes strisegfliggvéenyuk

N
fy@;z1,. . an) = || fuw) (65 20)
=1

és az y"V mintaelemek egyutes s(irliségfiggvénye az f,(6o; z")

valamely 6, valoédi paraméter vektorral. Ekkor a éML(yN) ML becslés 1
valoszinlséggel 6y,-hoz tart, ha N tart a végtelenhez, és a

VN[O (y™) — o]

eloszlasa egy normalis, 0 varhato értéki és M —! kovariancia martix(
eloszlashoz tart.
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A ML becslées aszimptotikus tulajdonsagai 2

Ugyanilyen tétel all fenn abban az esetben is, ha dinamikus rendszerek
parametereinek becslésére alkalmazzuk a maximum likelihood
becsleést.

lgy tehat a maximum likelihood becslés - elméleti szempontbol
legalabbis - a lehetséges legjobb becslés.
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DINAMIKUS RENDSZEREK
PARAMETERBECSLESENEK KOVARIANCIA
MATRIXA




A Fisher informacidos matrix kiszamitasa

Adott
® ateljes valoszinlségi modell

M(0) : j(k | 0) = g(k, D*~1;0)
e(k,0) =y(k) —y(k | 8) fuggetlenek,
adott f.(x;k;0) slrlségfuggvennyel

® a szorzat alaku likelinood fliggveny

Hf}s i, D'10), Hfg (4,6), ;)
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1. alog-likelihood fliggvény egyszeribb alakja

lo(e) =In f-(e)
Zlnfg e(i,0)) Z —0o(e(i,0))

d - N e d
@lnfy(97y )22—50(5(%9) g_e e(i,0) - (=1)

W (4,0)
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2. behelyettesités a Fisher informacios matrixba

B[ 7,00 [ LT, 0™
denyyy deny7y

gy a varhato érték:

My = B0 (=, 0)t(e(, 6)¥ (i, 6087 (5, 60)

= 3 B (= O)PEN L 00 (. 00)] . Wi, 00) = — (i, 0)
1=1 0=06

figyelembe véve, hogy (i, 6) fliggetlen (5, #)-t0l i # j-re, mivel a
predikcios hiba fehérzaj sorozatot alkot.
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3. log-likelihood fiiggvény ¢ () derivaltja

to(@) = I £.(@)} = 22
Ebbol
E6)(<(i, 0))]? = i

ahol kg egy allando.
Ha specialisan a (i, 8) hibak normalis eloszlasuak \q
szorasnegyzettel, akkor kg = Ag.
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4. a Fisher informacios matrix egyszeru alakja

1 N
MN — H_O Z E[\IJ(Z, HO)KI]T(iJ 90)]

A Cramér-Rao egyenlbtlenség segitségével kapjuk végul a dinamikus
modellek paraméterbecslésének jésagara vonatkoz6 alapveto
eredmenyt.
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A becsult paraméterek kovariancia matrixa

Dinamikus rendszerek 6 parameétereinek becslésére hasznalt

tetsz6leges torzitatlan 6y becslés (Efy = 6y, ahol 6, a valodi
parameter) kovariancia matrixara az alabbi also korlat adhato:

N 1
Cov On > Ko ZE {\IJ(@',QO)\I!T(i,QO)}]
i=1
d

W (i, 6o) = ——e(i, 0)

0=00

Normalis eloszlast hibak esetén o = .
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ARX RENDSZEREK PARAMETERBECSLESENEK
KOVARIANCIA MATRIXA

as 4 — p. 34/:



A teljes valoszintségi modell

SISO esetben:

M) : g(k|0)=—-ary(k—1)---—ay(k —n) + bou(k) + - + bpu(k —m
e(k,0) =y(k) — y(k | 6) fuggetlenek,
adott f.(xz,0) slrlsegfiggvénnyel

A likelihood fuggveny és a maximum likelihood becsleés

Ty 0:9™) = [ £:(c0,9),0) | €(e,0.%) = —n fo(c(0, %), 0) = €(c(0, k), 0)

A parameéterek maximum likelihood becslése:

N
A .1 .
Orrn(y™) = argmin — 3~ —6(e(6,7),0)

1=1
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Normalis eloszlasu predikcids hiba esete 1

A predikcios hibak fuiggetlenek és azonos normalis eloszlasuak (SISO
eset!):
1 22

e 202

fe(x,0) =

o\ 2T

A log-likelihood fliggveny

N
- 1
In f,(0;yV)=> [~In X
! kz::l (0\/27r>
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Normalis eloszlasu predikcids hiba esete 2

A log-likelihood fliggveny egyertelmd minimuma a paraméterek

0=|—a1 —as ... —a, byby ... bm]T

szerinti derivalt vektor nulla helye:

d T N
@lnfy(eay ):

SN gy p¥B ey D4t any(k2;2n) —bou(k) = - -+ bmu(k —m.
y(B) + a1y(k — 1) + - + any(k — 1) — bou(k) — - - - — bmu(k — m)

N
k=1 2U(k) 20_2
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Normalis eloszlasu predikcids hiba esete 3

A LKN moddszernél megismert regresszorral

ok)=lyk—-1)ylk—=2) ... ylk—n) ulk) u(k—=1) ... u(k — m)]T

a ML becslés

A

) | N —1 | N
Orr(yY) =0rs = [N Z sO(k)soT(k)] N Z o(k)y(k)
k=1 k=1

Ekkor a Fischer informacios matrix a bemenet és kimenet
sztochasztikus folyamatok negyedrend( auto- és
keresztkovarianciait tartalmazza (ld. egyszeru példa)
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