Dinamikus rendszerek parameéetereinek becslése

A legkisebb negyzetes becsles és tulajdonsagai
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Kovariancia martixok - 1

A £ valoszinlségi valtozo vektor értékl, azaz

£ {(w), we, &w)eRH (1)

A valtozé m € R* varhato értéke egy valos vektor.
Varianciaja egy valés elemi négyzetes matrix, az un. kovariancia
matrix:

COV{¢} = B{(¢ — E{€})(€ - E{¢)"}

Ket skalar ertékd valoszinlségi valtozo &; és £; kovarianciaja:

COV{&;, & = E{(& — E{&})(& — E{&D)}

A kovariancia matrixok pozitiv definit szimmetrikus matrixok, azaz

ZCOV{E}z >0 , VzeRH
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Kovariancia martixok - 2

Linearisan transzformalt valoszinlségi valtozok  ra

Egy £(w) € R™ vektor értekd valoszinliségi valtozota T' € R™*"
nemszingularis négyzetes transzformacios matrix alkalmazasaval
transzformaljuk:

n=1T¢
Az n valészinldseégi valtozo statisztikai:

E{n} =TE{¢} , COV{n}=TCOV{E}TT
Linearis regresszional
p=(XTWX) ' Xt Wy

p~ny~EésT = (XTWX)" I XTW
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A PREDIKCIOS HIBA MINIMALIZALASA
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Prediktiv input-output modellek: SISO eset

J(k|0) = Wy (g ", 0)y(k) + Wu(g™ ", 0)u(k)

A fenti egyenletbeli W,(q~*,0) és W, (q~ ', 0) tényezok Gigynevezett

linearis szurok, a 6 az allando, ismeretlen, becstini kivant paraméterek
vektora.

A diszkrét ideju linearis idoinvarians egybemenetu-egykimenetu
(DT-LTI SISO) sztochasztikus rendszerek altalanos alaku
bemenet-kimenet modellje

A (g M y(k) = B* (¢~ u(k) + C* (¢~ "e(k)
prediktiv alakban:
9(k|0) = y(k)—e(k) = A—=H (¢~ ', 0))y(k)+(H (¢, 0)G (g, 0))u(k)

ahol
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ARX modellek prediktiv alakja

TekintsUk a legegyszerubb esetet, amikor az altalanos

A* (g~ Ny(k) = B* (¢~ u(k) + C* (¢~ )e(k)
alaku input-output modellben a mozgoatlag tag nulla, azaz a kimeneti
rendszerzaj feher.

Ebben az esetben C*(¢q~1) = 1.
Ekkor H=1(¢71,0) = A*(¢™1) és igy

Wy(g~,0)=1-A"(¢"") , Wulg ",0)=B*(¢"")

A becslo elemei:
9:[—a1 —ay ... —a, bgby ... bm]T , N>n+m

y(k|0) = —ary(k — 1) — ... — apy(k — n) + bou(k) + ... + byu(k — m)

IDENT el6adas 3 — p. 7/-



Nemlinearis idoinvarians egykimenetu rendszerek

Mert erték sorozat
D[1,N] = DY = {(y(k),u(k)) | k=1,... N}
Az altalanos prediktiv alak:

y(k|0) = g(k, D1,k —1];0)

Paraméterekben linearis rendszerek:

Példa: ARX modell

y(k|0) = —a1y(k — 1) — ... — apy(k — n) + bou(k) + ... + byu(k — m)
0=[-ay ... —ay by ... by]*
g

“(k,DI1,k—1])=¢pk)=|yk—=1) ... —ylk—n) u(k) ... u(k—m)
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Példa: paraméterben linearis nemlinearis eset

Paraméterekben linearis nemlinearis ARX modell, amikor a kimeneti

rendszerzaj fehér.

y(k) = a1y?(k — 1) + bou*(k) + e(k)

Az altalanos nemlinearis prediktiv alak:
0 = la1 bo]" . §(k|0) = y(k) - e(k)
Segédvaltozokkal:
y'(k—1) = 2(k—1) , u'(k) = w(k)
a modell teljesen ARX alakra hozhato:
y(k|0) = ar1z(k — 1) + bow(k)
0

= [a1 bo]"
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A predikcios hiba

Eloallithaté a predikcids hiba sorozat a modellbol és a mert ertek
sorozatbol:

e(k,0) = y(k) — 5(k|0) , k=1,...,N

A parameéterbecslés elve : Egy paraméterbecslési modszer a mért
érték sorozatbdl eloallit egy becsllt paraméter vektort:

DN — éN
Egy modell "j0", azaz a becsult paraméterek "jok", ha a predikcios
hibak "kicsik".

A predikcios hiba nagysaga
Az ¢(k, 0) predikcios hiba egy jelsorozat, nagysagat jelnormaval
merjik.
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A predikcids hiba nagysaga

Eloszurés
A predikcios hiba eloszurésére akkor van sziikség, ha a predikcios
hibasorozat tagjai korrelaltak, azaz nem tekinthetok fehérzajnak.

A norma megvalasztasa

1
Vn(0,DN) = ~ Zz(g(k, 0))

ahol /(.) egy pozitiv skalar értéku figgvény.

Egykimenetu eset: legegyszerubb és legelterjedtebb a negyzetes
jelnorma

U(e) = =€
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A predikcids hiba nagysaga - 2

A norma megvalasztasa bonyolultabb esetekben
Sulyozott eset: nem egyenloen pontos méresek
1 N

VN(97 DN) — N Z 5(N7 k)ﬁ(é(k, 9))

k=1

ahol G(NV, k) idotol fiiggo sulytényezo sorozat.

Tobbkimenetu eset: altalanositott négyzetes jelnorma

l(e) = isTA_le
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A predikcios hiba minimalizalasa

A paraméterbecslési médszer: DY — Oy

Az altalanos paraméterbecslési feladat
Adottak

* mért értékek: D[1,N] = DV = {(y(k),u(k)) | k=1,...N}

® prediktiv parametrizalt modell: ¢ (k|0) = g(k, D[1,k — 1];0)
predikcios hiba sorozat (diszkrét ideju
jel): e(k,0) =y(k) —5(klo) , k=1,...,N

* norma a predikciés hiban: Vy (6, DN) = L S #(e(k, )) ahol

/(.) egy pozitiv skalar ertéku fuggveny, leggyakrabban: /(¢) = 552

Az ismert DYV mért érték sorozatbhol és a 0 paraméter vektor értékébol
kiszamithatjuk a Vi (0, D™V) norma értéket. A k = N idopillanatban

valasszuk meg a becstilt 5 paraméter vektort Ggy, hogy

Oy = 0n(DV) = argm@in Va (6, D)
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Pelda: SISO ARX modellek

ALAPESET: Az altalanos alaku input-output modellben a mozgdatlag
tag nulla, azaz a kimeneti rendszerzaj fehér

A*(¢ M y(k) = B*(a~ u(k) + e(k)
A modell prediktiv alakja:
§(k|0) = —ary(k—1)—asy(k—2) - - -—any(k—n)+bou(k)+- - -+bu(k—m)
A paramétervektor:
0=|—-a1 —as ... —ap bygby ... bm]T
A predikciés hiba (fehérzaj! ):

e(k) = 9(k|0) — y(k) = e(k)
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A LEGKISEBB NEGYZETES (LKN) BECSLES
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A legkisebb négyzetes hibaju becslok

Egykimenetl eset, négyzetes jelnorma:

Va (6, DY) _ii
N

t=1

— (k|6))°

[\Dlr—\

A keresett parametervektor €s a mert kimenetek vektora

0F =010z ... O] , y" =[y(1) y(2) ... y(N)]

Prediktiv modell:

JHO) = 10.) . Vi (0, DY) = = 3 2 (k) — F(k,0)]°

LS ) - £k, 0y 215D

(A fenti egyenletrendszert kell megoldani 6-ra.)
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A prediktiv modellek paramétereinek becslése linearis regresszidval

Parameéterekben linearis modell esetén:
9(k|6) = 0" (k)

ahol ¢(.) az ugynevezett regresszor, a mért adatokat tartalmazza; 0 a
becsilni kivant allandé modellparaméterek vektora.
A predikcios hiba:

e(k,0) = y(k) — 6" p(k)

A minimalizalando kriteriumfliggveny:

Vi HDN—li
k=1

6T p(k)]”

[\Dll—‘
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LKN becslées paraméterekben linearis esetben

Elvégezve a parcialis derivalasokat a paramétervektor elemei szerint:

= D6k [uk) — T (0] =0

EbbOol:
1 N N

= plk)yk) = = > (k)" (k)
N N
k=1

aminek megoldasa 6-ra adja az LS- vagy LKN-becslést:

Ors = [le > sO(k)soT(k)] % > pk)y(k)
k=1 k=1
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Példa: paraméterben linearis nemlinearis eset

Parameéterekben linearis ARX modell, amikor a kimeneti rendszerzaj
feher.

y(k) = a1y*(k — 1) + bou®* (k) + e(k)
Az altalanos nemlinearis prediktiv alak:

0 =la1 bo]" . G(k|0) = y(k) —e(k)
Segédvaltozokkal:

y'(k—1)=z(k—1) , u'(k) = w(k)

a modell teljesen ARX alakra hozhato.
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Peélda: ARX modellek paramétereinek LKN becsléese

Az altalanos alaku input-output modellben a mozgoatlag tag nulla, azaz a
kimeneti rendszerzaj fehér

A* (¢ My(k) = B*(a~ u(k) + e(k)
A modell prediktiv alakja:
§(k|0) = —ary(k —1) —asy(k—2) - — any(k —n) + bou(k) + - - - + b u(k —m)
A paraméetervektor:
O=[-a1 —as ... —an by by ... by]"

A regresszor:

k) =[ylk—1Dylk—2) ... y(k—n) u(k) u(k—1) ... u(k —m)]*
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A LKN BECSITI:LS ASZIMPTOTIKUS
TORZITATLANSAGA




Prediktiv modellek paraméterei LKN becslésének tulajdonsagai 1.

Eltérés a standard linearis regressziotol: a ¢(k) regresszor vektorban
szereplo jelek kdzott a kimenet mért értékei is szerepelnek —- az
egyes y(k) mert ertékeket még ARX modell esetén sem csak fliggetlen
fehér mereési hiba terheli a determinisztikus modellhez képest.

A becslés aszimptotikus viselkedése

y(k) = 0p (k) + 1o (k)

modellel leirhato rendszer, {vy(k)} hibasorozattal, 6, a paraméter
ugynevezett nominalis érteke vagy "valddi ertek'e.
LKN becslés és jeldlés

Ors = [% Zw(k)sOT(k)] < D e®yk) , R(N) =<3 o(k)e (k)
k=1
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Prediktiv modellek paraméterei LKN becslésének tulajdonsagai 2.

Drs(N) = [RON)™" < 37 (k) [io(k) 0 + vo (k)]
k=1
dus(N) = o+ ROV = o(k)wn(k)

A becslési hiba a fenti egyenlet masodik tagja. Azt szeretnénk,
- ha ez a tag "kicsi" lenne, hiszen ekkor lesz a becstult
érték a valodi 6, ertékhez kozel, és azt,
- ha ez atag tartana 0-hoz a minta elemszamanak noveléesével,
azaz, ha N — oo.

Egy becslés viselkedéset a mintaelemszam novelésevel a becslés
aszimptotikus viselkedés -enek nevezik. llyen értelemben
beszelhetlink példaul aszimptotikus torzitatlansagrol.
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Prediktiv modellek paraméterei LKN becslésének tulajdonsagai 3.

Ha a vy (k) hiba kicsi a (k) mért értékeket tartalmazo regresszorhoz
képest, akkor a

becslési hiba is kicsi lesz.

Fontos: Hamind az (u(k),k =1,2,...) bemenet, mind a

(vo(k), k= 1,2,...) hiba stacionéarius folyamat szerint valtozik egy
AR(MA)X modellben, akkor az (y(k),k = 1,2,...) kimenet is
stacionarius sztochasztikus folyamat lesz.
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Az aszimptotikus viselkedeés vizsgalatanak feltételei

A becslési hiba aszimptotikus viselkedésenek vizsgalatahoz tegyuk fel,
hogy

1. a {w(k)}i_, hiba egy stacionérius sztochasztikus sorozat (azaz
diszkret ideju sztochasztikus folyamat) egy realizacioja,

2. arendszer maga egy ARX modellel irhato le,

3. magat az {u(k)};_, bemenetet is egy staciondrius sztochasztikus
folyamat szerint valtoztatjuk.
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Az R(N) matrix elemei

ahol p(k) = [y(k — 1) y(k —2) ... y(k —n) wk)uwk—-1) ... u(lk —m)]*
R(N) = % Zi:v:l '

- y(k— Dy(k 1) y(k—Dy(k —n) | y(k—Du(k) y(k = u(k —m) |
y(k —2)y(k — 1) y(k =2)y(k —n) | y(k —2)u(k) y(k = 2)u(k —m)
y(k —n)y(k —1) y(k =n)y(k —n) | y(k —n)u(k) y(k —n)u(k —m)

u(B)y(k — 1) u(R)y(k = n) u(k)u(k) w(E)u(k — m)
u(k — Dy(k —1) u(k — Dy(k —n) u(k — Du(k) u(k — Du(k —m)
u(k —m)y(k — 1) u(k —m)y(k —n) u(k — m)u(k) u(k —m)u(k —m) |
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R(N) matrix elemeinek aszimptotikus viselkedése 1.

A ¢(.) regresszor AR(MA)X esetben csak regebbi diszkrét idejl
bemeneteket és kimeneteket tartalmaz, ezért az [R(N)];; elemek
haromfélék lehetnek:
- input autokovariancia: 7., (7) az {u(k)};_, sztochasztikus
folyamat autokovariancia figgvenye

. 1 N

RN (1) = ~ Y uk)u(k—71) = Ru(T) =ru(7)
k=1

- output autokovariancia: r,,(7) az {y(k)};_, sztochasztikus
folyamat autokovariancia figgvenye
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R(N) matrix elemeinek aszimptotikus viselkedése 2.

- input-output kovariancia: r,,(7) a két el6z0 stacionarius
sztochasztikus folyamat kereszt kovariancia fv-e

S ukulk— 1) — Ryu(m) = ryu(n)

k=1

~ N -
Ryu (T) o

lgy az R(IN) matrix nagy mintaelemszamok esetén (N — oo) egy

konstans R* matrixhoz tart
A {vo(k)}4_, hiba folyamat is stacionarius, igy

| N
N};SO(]{)VO(ZC) — h

h* konstans vektor az {u(k)}i_, és {vo(k)}1_,, illetve az {y(k)}7_, és
{vo(k)}4_, sztochasztikus folyamatok kereszt kovariancia
flggvényeinek elemeit tartalmazza.
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Az aszimptotikus torzitatlansag feltételei

A becslési hiba aszimptotikusan torzitatlan az aszimptotikus viselkedés
vizsgalatanak feltételei fennallasa esetén, ha

(i) az R* matrix nemszingularis (elegend 0 gerjesztés )
Teljesul, ha az {u(k)}i_, és {vo(k)}_, folyamatok egymastol
flggetlenek, es az R, (v — j) autokorrelaciokbdl alkotott R;; matrix
nemszingularis. (elegendden gerjeszto bemenetnek)

(i) a h* = 0 fennallasa esetén

(iia) A {vo(k)},_, hiba nulla varhato6 érték( fehérzaj sorozat
nincs modellezési hiba, és a mérési hiba nem szines
(mérdrendszernek nincs dinamikaja). Ekkor a vy (k) hiba, mint
valészinliségi valtozo fuggetlen a multtdl, igy az Efp(k)vy(k)]
tagok mindegyike nulla.

(iib) Az {u(k)}i_, bemenet egy nulla varhaté értéki fehérzaj
sorozat, és a rendszer rendje n = 0: jelen kimenet nem fligg a
multbeli kimenetektdl. Ekkor a ¢(k) regresszor csak a

bemenet multbeli ertekeit tartalmazza, és igy
Elolkvelk))-=0

— L\ /U e

IDENT el6adas 3 — p. 29/-



Prediktiv modellek paraméterei LKN becslésének tulajdonsagai 4.

Fontos megjegyezni, hogy a fenti (i) és (iia) feltételek fennallasa esetén
a

VN(Ors(N) — 6p)

valoszinlségi valtozd aszimptotikus eloszlasa olyan tbbbdimenzids
normalis eloszlas lesz, amelynek varhato értéke 0, kovariancia matrixa
pedig SISO esetben \g[R*]~! ahol \g a {ro(k)}4_, hiba
szorasnégyzete (varianciaja).
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A LKN BECSLES MIMO ESETBEN
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LKN becslés a tbbb bemenetl egy kimenetl esetben

A ¢(.) regresszor a skalar értekd y(.) értékek mellett a vektor értekd
u(k) e R"k=1,..., N értékektol is fligg. Ekkor az u(k) vektor minden
egyes u,; (k) koordinatajat tekinthetjik egy-egy skalaris valtozonak, igy
a o(.) regresszor a

DF = {(y(3),u1(4),...,ur(4)) |i=1,...,k}

skalaris valtozoktoél fliggonek tekinthetd és az egybemeneti
egykimenetl esetre felirt LKN formula valtoztatas nélkil alkalmazhato.
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Példa: Két bemenetd ARX modell

A (g y(k) = B* (¢ u(k) + C* (¢~ ")e(k)

alaku input-output modellben a mozgoatlag tag nulla, azaz a kimeneti
rendszerzaj fehér, de tegyik fel, hogy két bemenetiink van, azaz u(k) € R?.

y(k) = —a1y(k—1) —agy(k—2) - —apy(k —n) + b5 u(k) + - +b> u(k —m)
A paramétervektor:
0 = [—al — a2 ... — An b01 bog bll b12 bml bmg ]T

ahol b;; az i-edik paramétervektor j-edik koordinataja, a regresszor pedig:

k) =lylk—1)y(k—2) ... y(k—n) ui (k) ua(k) u1(k—1) u2(k—1) ... ui(k—m) ug(k—m)]T
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LKN becslés a tobb bemenetld tobb kimenetl esetben

A diszkrét idejd idoinvarians paraméterekben linearis egy bemenet(
egy kimenetl rendszermodellek alakja altalanosithato tébb kimenet,
azaz vektor értekd y(k) € RP esetére is az alabbi formaban

(k| P) = P (k)

J1(k|P) = Piipi(k) + Porpa(k) + - - - + Priom(k)

@p(k‘P) — P1p901(k) - P2p902(k) T PmpSOm(k)

ahol most a P € R™*P matrix j-edik oszlopaba gyujtottik 6ssze az
y(k) vektor j-edik koordinatajara vonatkozé 67 modell paramétereket,
azaz P;; = #/, és az egyes y; (k) koordinatakra vonatkoz6
reszmodelleknek ugyanaz a regresszora .
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Egyszer( példa

Két bemenetl két kimenetl eset, ARX modell

y1(k) = a11y1(k — 1) + a12y2(k — 1) + bryui (k) + brous(k) + e1(k)
y2(k) = ao1y1(k — 1) + ag2y2(k — 1) + bayui (k) + basus(k) + e1(k)

A regresszor:

ok) =[y1(k—1) ya(k —1) ui(k) uz(k) ]T

A parameéter matrix:
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LKN becslés a MIMO esetben 2.

Becslés a tobb kimenetl esetben: 1. eshet 0ség

Ha az y(k) vektor koordinataira vonatkoztatott predikcios hibak
egymastol teljesen fliggetlenek, akkor a paraméterbecslést egymastol
fliggetlenul elvégezhetjik a réeszmodellekre az egy kimenetl esetre
vonatkoz6 LKN formulaval

Ekkor a P paraméter matrix oszlopaira (az abban szerepl6 ¢’
reszmodell paraméterekre) kapunk egymastol fliggetlen becslest.
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LKN becslés a MIMO esetben 3.

Becslés a tobb kimenetl esetben: 2. eshet

Ha az egyes koordinatakra vonatkozo predikcios hibak nem
flggetlenek, akkor egyiittes regresszios becslést kell végeznlink:

ahol y;(j) az j-edik meért kimenet vektor i-edik koordinataja.

y1(1)
yp(l)
y1 (V)

yp(N)

X" =

0Ség
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